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研究成果の概要（和文）：閉曲面上の既約三角形分割を１頂点のみからなる三角形分割（ブーケ

と呼ばれる）から頂点分割を繰り返し生成した．トーラスにおいて既存のリストと一致してい

ることを確認するとともに，ループがないという意味で既約な三角形分割の列挙を行った．ま

たダブルトーラスについては三角形分割となるブーケの列挙を行った．これまでに生成したグ

ラフデータを使った理論研究として，染色数と Hadwiger 数の関係を次数列ごとに最大値を比

較する研究を行った． 
 
研究成果の概要（英文）：We made a program generating all irreducible triangulations of a 
surface by applying vertex-splittings from a bouquet, one consisting of only one vertex. The 
list we obtained for the torus, it coincides with the list previously known. We also 
enumerate all triangulations which is irreducible in the sense of loopless. In addition for 
the double torus, we made the list of all bouquets that triangulate the surface. As a 
theoretical result, using the graph database we had obtained, we investigate the relation 
between the maximum chromatic number and the maximum Hadwiger number of graphs 
with each degree sequence. 
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１．研究開始当初の背景 
 
 閉曲面上に埋め込まれたグラフの組合せ
構造の研究は，Robertson と Seymour らに
よ る グ ラ フ マ イ ナ ー 理 論 に よ り ，
representativity と呼ばれる不変量が十分に
大きなグラフについては，平面グラフに類似
する性質を持つことが知られている．しかし，
representativity の低いグラフ，すなわち閉
曲面上に密に埋め込まれたグラフについて
はまだあまり多くのことが解明されていな
い．一方，閉曲面上のグラフ理論においては，

ある種の縮約変形に関して既約な構造が本
質となることが多い．そのようなグラフが有
限個であり，それらの組合せ構造がわかると
一般論が構築できる，という流れで証明され
る定理は，四色定理をはじめ数多く存在する．
つまり，既約な構造をもつグラフは理論の本
質であるにもかかわらず，その構造の解明が
進んでいない，いわゆる難しいグラフのクラ
スとなっている． 
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２．研究の目的 
 
閉曲面上に埋め込まれたグラフの研究は，

Robertson と Seymour らによるグラフマイ
ナー理論以降，非常に多くの研究がなされて
いる．とくに，representativity と呼ばれる
埋め込みのメッシュの細かさを表す指標が
十分に大きいグラフについては，平面グラフ
と類似の性質を持つことが調べられている．
一方，representativity の低いグラフについ
てはあまり多くのことが解明されておらず，
Ringel, Youngs らによる Map color theorem
などのように，完全グラフなどいくつかの特
殊なグラフの種数がわかっているのみであ
る．一方で，特定の閉曲面に埋め込むことの
できるグラフの族は，辺の除去・縮約という
操作に関して閉じている．このことから閉曲
面上のグラフ理論においては，これらの操作
により小さいグラフに変形し，既約な構造に
帰着させて考えることがしばしば有効であ
る．辺の縮約という操作により，頂点数や前
述の representativity という不変量は小さ
くなるので，それらの小さいグラフに関する
理論構築を行なうことは非常に重要である
といえる．またそのようなグラフの性質が，
その閉曲面に埋め込むことのできるグラフ
全体の性質をある程度既定することになる．
本研究では，グラフマイナー理論が通用しな
い，頂点数や representativity が低いグラフ，
とくに三角形分割に関して，汎用性のある一
般論を構築するための基礎研究として，既約
構造のデータベース化とそれらの性質解明
を目的とする． 
 
３．研究の方法 
 
 閉曲面上の三角形分割は，その辺を縮約す
るときに同時にその辺に接続する面を縮約
することにより再び三角形分割を得る．どの
辺を縮約しても多重辺やループが生じてし
まうような三角形分割は，既約三角形分割と
呼ばれる．本研究では，種数の低い閉曲面に
おいて既約三角形分割の全列挙を行うこと
を目指す．多重辺やループが生じることを気
にしなければ，どんな三角形分割も辺の縮約
を繰り返していくと最終的には１頂点のグ
ラフ（ブーケ）になる．プログラムでは，ブ
ーケグラフから辺の縮約の逆操作である頂
点分割を繰り返して既約三角形分割を生成
することを行う． 
 生成プログラムにおいては，十数頂点程度
ではあるがきわめて多くのグラフを扱うこ
とになる．とくにそれらの同型判定を効率良
く行うことはプログラムのパフォーマンス
にとって重要である．またグラフデータを今
後の研究に用いるためにも，グラフの不変量
を求めておくことは重要である．同型判定に

役立つ不変量の模索に加えて，閉曲面上のグ
ラフで古くから最も多くの研究がある染色
数について，小さいグラフに対して効率良く
求めるアルゴリズム開発についても模索す
る． 
 得られたデータが位相幾何学的グラフ理
論の研究に資するものになるためには，関連
研究について広く調査する必要があり，研究
集会・国際会議へ参加し，国内外の研究者と
情報交換を行う． 
 
４．研究成果 
 
大きく分けて，以下の３点において研究成

果が挙がった． 
 
(1) 既約三角形分割の生成 
 閉曲面上の三角形分割となるグラフのう
ち，どの辺を縮約しても多重辺が生じてしま
うグラフを既約三角形分割と呼ぶ．既約三角
形分割は各閉曲面に対して有限個であるこ
とが理論的に示されており，それら既約三角
形分割の性質がその閉曲面上の三角形分割
全体の性質を反映していることがしばしば
ある．したがって，既約三角形分割をすべて
列挙し，それらの組合せ的性質を調べておく
ことは，今後の研究において重要なことであ
る． 
まず向き付け可能な閉曲面において，その

既約三角形分割を生成するプログラムの基
本的アルゴリズムとその実装を行った．従来
の方法とは異なり，多重辺やループをもつ三
角形分割にまで生成するグラフの範囲を広
げ，１頂点といくつかのループからなる三角
形分割（ブーケ）から頂点分割を繰り返して
三角形分割を生成するプログラムの開発を
行った．埋め込みの仕方まで込めた三角形分
割の同型判定については，比較的単純なアル
ゴリズムでもある程度の効率で判定できる
ため，正しいプログラムであることを重視し
てインプリメントした．加えて，各三角形分
割の自己同型写像をすべて列挙することに
より，頂点分割により新たな三角形分割を生
成する際に同じものを極力生成しないよう
枝刈りが効率よくなされるように考慮した．
結果として，単純グラフに限らず，ブーケか
ら既約三角形分割までの間のすべての三角
形分割を生成する基本的な部分が出来上が
った． 

トーラスについては既約三角形分割をす
べて生成することができ，既存のリストと一
致していることを確認した．ループや多重辺
を含む三角形分割までを生成したため，副産
物として，ループを含まないという意味にお
いて既約な三角形分割のリストアップがな
された．このリストは，今後の理論研究にお
いて，ループを含まない範囲で辺を縮約して



議論可能な概念，たとえば頂点彩色問題など
において，理論研究に貢献する可能性が大き
い． 
種数のさらに高い閉曲面については，まず

三角形分割となるブーケの分類についてプ
ログラムの実装を行った．ダブルトーラスに
ついては，全部で 8 通りの非同型なブーケが
存在する（図１参照．円周上に並んだ頂点を，
この順を保ったまま１点に同一視して得ら
れるものがダブルトーラス上の三角形分割
を与えるブーケとなる）．また種数 3 の向き
付け可能閉曲面では，１頂点とはいえ 15 個
のループが接続するため，927 通りの非同型
なブーケが存在するというデータが得られ
た．これらから頂点分割により得られる既約
三角形分割は，かなり膨大な量のデータとな
ることが予想され，さらなるデータ圧縮，同
型判定の枝刈りなどが今後必要となること
が分かった．同時に，データの公開の仕方に
ついては，今後の課題となっている． 
 

 

 

図１：ダブルトーラス上のブーケ 

 
(2) グラフの次数列と染色数 
これまでに得られたデータを理論研究に

生かすためのデータ収集も行い一部成果が
挙がった． 
彩色問題は，四色定理をはじめとして，閉

曲面上のグラフで最も盛んに研究がなされ
ている分野である．小さいグラフで染色数を
求めるアルゴリズムの効率に関して調査す
るために，これまでに得られたグラフ，とく
に，11 頂点以下のすべてのグラフに対して染
色数を求める実験を行った．結果として，単
純にバックトラックするアルゴリズムによ
って十分な速さで染色数が求められること
が分かった．各次数列において，どのような
染色数を持ったグラフがどのように分布し
ているかについてデータ収集を行った．結果
については，ホームページ上で公開している． 
 
(3) 次数列に対する Hadwiger 予想 

理論的な研究として，Hadwiger 予想およ
びHajos予想の次数列版ともいうべきものに
ついて研究の進展が見られた． 

Hadwiger 予想は，平面グラフに対する四
色定理を拡張したものである．与えられたグ
ラフに対し，そのグラフのマイナーとして含

みうる完全グラフの最大頂点数を，そのグラ
フのHadwiger数と呼ぶ．Hadwiger予想は，
染色数が k であるグラフのHadwiger数は，
必ず k 以上であろうという予想である．この
予想は，グラフ理論の中で現在最大の未解決
問題と言っても過言ではない．その次数列版
とは，次数列ごとに，その次数列をもつグラ
フの中で染色数，および完全グラフマイナー
の頂点数について，それぞれ最大値をとり比
較したものである．もちろん，後者の方が大
きいであろうという予想である．この予想は，
Hadwiger 予想を弱めた予想として着目され，
Dvorak, Mohar らによって，より強い形で解
決されている．Dvorak, Mohar は，単なるマ
イナーではなく，位相的マイナー，すなわち，
k 頂点完全グラフの細分が含まれるような最
大の k の値（Hajos 数と呼ばれる）に着目し，
各次数列において，最大の染色数より最大の
Hajos 数の方が大きいことを示した． 
 次数列ごとのHajos数の振る舞いについて
は，正則な次数列に限ってもかなり複雑であ
る．本研究の一つの成果として，正則な場合
および，準正則な場合（次数の最大値と最小
値の差が 1 であるとき）について，そのよう
なグラフの Hajos 数の最大値を，明示的な式
を与えることに成功した．本研究には，(2)
で得られた，グラフのデータベースおよびそ
の染色数を計算したテーブルの存在が大き
く寄与している． 
 一方，Hadwiger予想の次数列版について
は，Guantao Chen氏(Georgia State Univ.)
との共同研究により，Dvorak, Moharらの証
明とは独立に，簡潔な証明を与えることに成
功した．論文はプレプリント段階である．証
明に用いられたアイディアは，染色数が k 
であることと，k頂点の完全グラフをマイナ
ーに含むという概念を補完する新たな概念
を定義したことにある．これは「連結な支配
集合を含むk集合への分割(CDP)」ともいうべ
きもので，数学的には以下のように定義され
る．グラフの頂点集合をk個の部分集合V1, 
V2, ... ,Vkに分割したものがk-CDPであると
は，各部分集合Vi内に連結成分Xiが存在し，
各Xiは他のすべての部分集合Vjに対して辺
を出している（支配している）ようなものと
定義する．与えられたグラフが持つk-CDPの
うち最大となるkの値をそのグラフのCDP数
と呼ぶ．任意のグラフに対して，CDP数は染
色数やHadwiger数より大きいことが容易に
わかる．与えられた次数列を持つグラフで最
大値をとった場合，CDP数とHadwiger数が
一致することが証明でき，Hadwiger予想の
次数列版の証明が完結する． 
 このような CDP 数の研究は，Hadwiger
予想への新たなアプローチとして，今後さら
なる展開が期待できる． 
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