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研究成果の概要（和文）：この研究は、偏微分方程式論における解の定量的な情報を相空間解析により導き出すための
包括的で新しい方法論を構築することを目指したものであり、まずは基本課題としてそのための理論整備を行い、さら
には応用課題として偏微分方程式の様々な諸問題にも取り組んだ。これにより、特に「モジュレーション空間の基礎理
論とその応用」「フーリエ積分作用素の有界性」「分散型方程式に対する平滑化評価式」に関して顕著な成果をあげる
ことができた。またこれらの研究の遂行にともない、国内外の偏微分方程式論および調和解析学の研究交流を目的とし
た様々な国際研究集会を組織し、国際的な人的交流においてもかなりの成果をあげることができた。

研究成果の概要（英文）：The objective of this research project was to establish a new and comprehensive 
methodology to deduce quantitative information of solutions to partial differential equations through 
phase space analysis, and as a fundamental subject we first prepared theoretical tools for the purpose, 
then we further applied them to various problems of partial differential equations. In particular we 
successfully got remarkable outcome on “fundamental theory of modulation spaces and its application”, 
“boundedness of Fourier integral property” and “smoothing estimates for dispersive equations”. During 
the research period, we organize various kind of international workshops aiming academic interaction 
between partial differential equations and harmonic analysis, and they resulted in great success in 
international human exchange.

研究分野：偏微分方程式論
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ンガー方程式
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１．研究開始当初の背景 
偏微分方程式論の研究において、相空間上

で議論を展開することにより解の性質に関
する情報を引き出す方法論（相空間解析）は、
解析力学の登場以来古くから用いられてい
る手法のひとつである。相空間解析の柱であ
る正準変換を具現化する道具としてのフー
リエ積分作用素の理論は、Hörmander (Acta. 
Math. 1971) によりほぼ確立されたが、それ
を用いて定量的な解析を扱おうとした場合、
ただちに具体的な関数空間上での有界性の
問題に直面する。実際、大域的な正準変換を
記述するフーリエ積分作用素が L2-空間で有
界 で あ る こ と が 示 さ れ る ま で に は 、
Ruzhansky-Sugimoto (Comm. PDE. 2006) 
まで待たなければならなかった。さらに 
Seeger-Sogge-Stein (Ann. Math. 1991) の
結果によれば、L2-有界なフーリエ積分作用素
であっても一般には Lp-有界（p≠2）とはな
らない。したがって、Lp-空間の自然な代用物
を見つけ出すことも求められていた。一方、
1980 年台初頭に  Feichtinger により導入
されたモジュレーション空間は、時間変数と
周波数変数を同時に扱う短時間フーリエ変
換を用いて定義されており、正準変換の基本
的な考え方とも符合する Lp-有界の代用物と
しての有力な候補と考えられていた。 
 
２．研究の目的 
この研究は、特に解の定量的な情報（Lp-

型評価など）を相空間解析により導き出すた
めの、包括的で新しい方法論を構築すること
を目指したものである。さらに、この方法論
を非線形問題などの偏微分方程式の諸問題
に応用し、「比較原理」「フロー法」などの評
価式導出の際の新しいアイデアも取り込み
ながら、変数係数の場合など方程式の一般化
へのブレークスルーの可能性をも探るもの
である。そのため、まずはフーリエ積分作用
素の様々な空間における有界性やモジュレ
ーション空間の基本的性質の解明を基本課
題として取り組むことによって、定量的な相
空間解析の基本的道具を整備し、さらには応
用課題として偏微分方程式の様々な諸問題
にも取り組む。 
 
３．研究の方法 
以下の基本課題と応用課題に対して、順次

アプローチした： 
 

(1) 基本課題 
定量的な相空間解析のための基本的な道

具を整備する。具体的には以下の通りである。 
① 正準変換を実現するフーリエ積分作用

素のクラスに関し、そのモジュレーショ
ン空間や大域的 Lp-空間などでの有界性
を考察する。 

② モジュレーション空間上での非線形作
用について考察する。 

③ モジュレーション空間と既存の関数空

間との包含関係を決定する。 
  
(2) 応用課題 
基本的な方針として、 

・方程式を標準形に変形する 
・標準形に対する評価式を求める 
・もとの方程式に関する評価式を導く 

という相空間解析の処方箋を、モジュレーシ
ョン空間を含む様々な関数空間上で実行す
る。その際、基本課題の成果を適宜用いる。
具体的には以下の通りである。 
① 定数係数の分散型方程式に対する平滑

化評価式・Strichartz 評価式などの時
空間評価式を、上記処方箋にしたがって
導出する。 

② その際、標準形に対する時空間評価式と
しては、最良定数をともなう最も精密な
ものを用いる。 

③ 変数係数の場合には、定数係数の場合と
は異なり、正準変換の際に誤差項が現れ
てくる。したがって、主部が標準形であ
るが低階項をもつ場合の時空間評価式
を求めておく必要がある。低階項をもつ
場合のひとつのモデルケースとして、ま
ずはポテンシャル項を持つ場合を考察
する。 

④ こうして得られた時空間評価式を応用
して、非線形分散型方程式の初期値問題
の解の時間大域的存在を示す。その際、
基本課題における非線形作用に関する
成果も用いる。 

 
４．研究成果 
上記課題に関して、以下の成果を収めた： 
 

(1) モジュレーション空間の基礎理論とその
応用 

① モジュレーション空間およびその類似
物である Wiener amalgam 空間とソボレ
フ空間との間における包含関係を決定
した。 

② モジュレーション空間上で非線形作用
や正準変換が閉じるための十分条件を
導出した。 

③ モジュレーション空間の理論の非線型
問題への応用として、双曲-双曲型の 
Devey-Stewartson 方程式の初期値問題
の時間大域的存在を、特異な初期値を許
容する形で証明した。 

 
(2) フーリエ積分作用素の有界性 
① 双曲型方程式の初期値問題において、こ

れまで解の大域的な Lp-評価式は定係数
の方程式の場合にのみ知られていたが、
今回の研究成果により、一般の変数係数
の場合も考察できるようになった。 

② フーリエ積分作用素の L2-有界性などを
論じる際に相関数の導関数が与える写
像の逆写像を考察する必要が生じるが、
最も標準的であるはずの斉次な相関数



の場合においては、原点での特異性のた
めに逆写像が大域的に存在するかは必
ずしも自明ではない。この問題に関して
一つの解決策を提示した。 

 
(3) 分散型方程式に対する平滑化評価式 
① シュレディンガー方程式に対する様々

なタイプの平滑化評価式の最良定数お
よび最良を実現する関数の存在・非存在
を決定するとともに、さらにそれらの臨
界型の場合にまでこの研究を推し進め
た．これらの結果は、比較原理を用いる
ことにより直ちにより一般の分散型方
程式の場合の結果を導く。 

② 副産物としてある種の制限定理におけ
る最良定数を実現する関数も決定した。 

③ 非斉次方程式に対する平滑化評価式の
正準変換による導出法を与えた。この問
題に関しては、これまで斉次方程式の場
合には比較原理を合わせ用いることに
よりある程度の結果が得られていたが、
非斉次方程式の場合には比較原理が確
立されておらず、ここでは正準変換の方
法だけで何処まで結果が得られるのか
について論じた。 

④ スペクトル論的比較原理を確立した。       
以前 Ruzhansky 氏との共同研究により、
定係数分散型方程式の平滑化評価式に
対する比較原理を見いだしていたが、こ
の成果により、変数係数やポテンシャル
項を持った場合、さらには一般領域の場
合にまで拡張できるようになった。 

 
また、これらの研究の遂行にともない、国

内外の偏微分方程式論および調和解析学の
研究交流は、必要不可欠なものであった。そ
の目的のため、以下の様な国際研究集会を積
極的に組織した： 
 

*RIMS 研究集会「調和解析と非線形偏微分方
程式」 (July 4-6, 2011) 

*国 際 研 究 集 会 「 Fourier Analysis and 
Pseudo-Differential Operators 」 Aalto 
University, Helsinki, Finland (June 
25-30, 2012) 

*RIMS 研究集会「調和解析と非線形偏微分方
程式」 (July 2-4, 2012) 

*RIMS 研究集会「調和解析と非線形偏微分方
程式」 (July 8-10, 2013) 

*RIMS 研究集会「調和解析と非線形偏微分方
程式」 (June 30-July 2, 2014) 

  
これらの活動は、国際的な人的交流という意
味においても、かなりの成果があったものと
考えている。 
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