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研究成果の概要（和文）：本課題は，擬共型不変な非線形シュレーディンガー方程式の爆発解の爆発時刻後への接続問
題を数学として厳密に定式化することを目標として，爆発時刻近傍での解の詳細な挙動を解の背後にあるネルソン拡散
過程や解の絶対値の自乗の等位面内の点の運動を記述する方程式を用いて解析を行った．完全な定式化には至らなかっ
たが，爆発解の爆発速度の評価を，ネルソン拡散過程を用いて得ることに成功した．また，数値解析手法を議論する中
で新たな課題や知見が得られ，新しい科研費研究課題として継続されていくことになった．

研究成果の概要（英文）：This project was devoted to the study of the continuation problem of blowup 
solutions of the pseudo-conformally invariant nonlinear Schroedinger equation beyond the singularity. We 
tried to establish a rigorous mathematical concept to extend blowup solutions beyond the blowup time so 
that we investigated the precise behavior of the solution near the blowup time by means of the Nelson 
diffusion as well as a system of degenerate ordinary differential equations which had been found during 
the preparation of this project: the system of ODE describes the behavior of points in a level set of the 
square of the absolute value of the solution. Although we could not succeed to establish a significant 
concept of extending the blowup solutions, we obtained an estimate on the blowup rate for a class of 
blowup solutions and learned the importance of the numerical study to get an idea which lead us to a new 
KAKENHI project investing the blowup problem including other type of evolutional equations.

研究分野：非線形偏微分方程式と応用確率解析
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１．研究開始当初の背景 
(1) 光ファイバーのような非線形媒質中を

伝播するレーザービームの自己集束現
象（カー効果）を記述する，よく知られ
た数理モデルは，大域的なゲージ不変性
を成立させるような３次の非線形項を
持った非線形シュレーディンガー方程
式である．この方程式は擬共型変換の下
で不変であるという際立った数学的な
性質をもっており，この擬共型不変性は
実際の解の性質に色濃く反映されてい
る．特に有限時間で爆発する解は，その
絶対値の自乗（ビームの強度）がディラ
ックのデルタ関数的な特異性を生成す
ることが知られていた． 

(2) 数学的には上述の特異性が生じること
で解の寿命は尽きてしまうが（解の爆
発），実際の現象ではビームの集束後に
再びビームが伝播する現象が確認され
ていた．このような現象を記述する能力
を我々の数理モデルである非線形シュ
レーディンガー方程式が持っているか
どうかは，当該分野の懸案の課題であっ
た． 

(3) 擬共型変換を用いて定在波解から作ら
れる爆発する特殊解は，あたかもレンズ
で光を集めたように焦点を結び（線形集
束と呼ばれる），その後，再び伝播を続
けるような解である．数学的には解の爆
発後の両側に線形集束する二つの爆発
解があることになるが，上述 (2) の課
題の特殊な場合として，これら二つ解は
一つの解であると見なせるような数学
的意味づけを与えることは，突破口とし
て興味深い課題として考えられていた． 

(4) 擬共系不変な非線形シュレーディンガ
ー方程式の爆発解の爆発速度の評価を
完成すべく，研究代表者は解の背後にあ
るネルソン拡散過程を使った解析を行
っていた．このような解析を遂行するな
かで，特異点近傍における爆発解の絶対
値の自乗の等位面上に属する点の運動
を表すような微分方程式系を，ネルソン
拡散過程を記述する確率微分方程式に
現れる移流項を用いて書くことができ
ていた．クリスタライン運動に関する数
学や数値解析の成果の応用可能性を強
く感じた． 

(5) この研究課題が採択される直前に，G. 
Fibich 教授から，彼と M. Klein 博士
による上述の線形集束する爆発解の意
味づけを与える試みに関する論文のプ
レプリントが送られてきたが，本課題と
は異なるアプローチがなされていた． 

 
２．研究の目的 
(1) 一般的な時空における擬共型不変な非

線形シュレーディンガー方程式の爆発
解の爆発時刻を越えての接続可能性を

探求することが本課題の主な目的であ
る．時空が 1+2 次元のとき，非線形媒
質中を伝播するレーザービームの自己
集束のモデル方程式となっている．究極
には，爆発時刻を越えての解の接続を物
理的にも意味のあるものとして，数学と
して厳密に定式化することを目指す． 

(2) 爆発解の爆発時刻後への接続問題を数
学として厳密に定式化するためには，爆
発解のより詳細な漸近および極限形状
の情報が必要となる．そのために従来型
の研究の継続も重要である．特に，爆発
時刻では解の位相に関する情報を失う
ので（非線形シュレーディンガー方程式
の解は複素数値である），その回復のた
めにも，解の背後にあるネルソン拡散過
程を用いた爆発速度の解析と，ビーム強
度に相当する爆発解の絶対値の自乗の
等位面の運動を利用した特異点の形状
の解析を行う． 

(3) 必ずしも擬共型不変でない場合の非線
形シュレーディンガー方程式の爆発解
の解析も行い，擬共型不変な場合の解析
との比較を行うなどして，今後の当該分
野の発展のために新たな知見の獲得を
目指す． 

 
３．研究の方法 
(1) 等位面上の点の運動を記述する方程式

を用いて，爆発解の特異点近傍の形状を
解析し，爆発時刻で失う解の位相部分の
情報を回復できるか調べる． 

(2) ネルソン拡散過程を利用して，特異点近
傍のその経路の様子を解析するなどし
て解の爆発速度の評価を行い，それによ
って解の位相部分の情報回復を謀る． 

(3) 等位面の運動は，1+2 時空の場合，平
面上の曲線運動と見なすことが可能で
ある．この運動の解析に，クリスタライ
ン運動に関する数学や数値解析の成果
の応用可能性を探求する． 

(4) クリスタライン運動で用いられた数値
解析手法を発展させて新しい爆発解の
数値解析的な手法の開発を試みる． 

(5) 擬共型不変でない場合の非線形シュレ
ーディンガー方程式の爆発解および時
間大域解の解析なども行い，それらの解
を用いて擬共型不変な場合の爆発解の
近似解析の可能性を探求する． 

	
 
４．研究成果	
 
(1) 擬共型不変な非線形シュレーディンガ

ー方程式の爆発解の背後にあるネルソ
ン拡散過程を考えて，ブラウン運動の	
 
末尾事象に注目することにより爆発ス
ピードの下からの評価が可能となった
（論文準備中）．上からの評価も，現状
知られているような極限形状を仮定す
れば可能であるように思われる．これは
ある意味で従来知られていた爆発速度



の解析([1]	
 [2]	
 )とは異なる視点を与え
ており，今後の発展が十分に期待できる．
しかしながら，拡散過程の経路と決定論
的な等位面の運動との関係を結びつけ
るような厳密な数学的なツールを開発
することはできなかった．	
 

(2) 擬共型不変でない優臨界な非線形項を
持つシュレーディンガー方程式の基底
波解の不安定性については，ソボレフ臨
界指数を含む場合でも球対称解につい
ては証明することができた．この場合の
方が，擬共型不変な非線形シュレーディ
ンガー方程式の解析より容易に思える
ところがあり，「逆摂動論的」に近似解
析に応用できるかどうか研究を継続し
ているところである．	
 

(3) 等位面の運動について議論していく中
で，それと関係するクリスタライン運動
については，幾つか進展があり，駆動力
付クリスタライン曲率流によるスパイ
ラル解の大域存在や，曲率流に関連する
ある準線形放物型方程式の爆発解の性
質の解析には進展があった．	
 

(4) 等位面の解析は予想よりも困難を極め，
数値的な試みを多く行う必要性を痛感
した．爆発挙動の追跡は，その解の性質
上，技術的に難しいものがあるが，数値
解析手法の開発を議論する中で，半線形
波動方程式の爆発解の延長問題につい
ても議論した．その結果，その場合には
特異点を迂回するような数値解析が可
能であることがわかり，その解析自体興
味深いものであるが，非線形シュレーデ
ィンガー方程式の爆発解の解析にも役
立ちそうなことが分かり，本課題の内容
を引き継ぎ包含するような研究テーマ
へと展開した．それが，本課題の分担者
が代表者となり，代表者が分担者となっ
た 2015 年度に採択された科研費の研究
課題である	
 [5]．	
 

(5) G.	
 Fibich	
 教授を招聘し，彼と	
 M.	
 Klein	
 
博士による，1+2	
 時空における擬共型不
変な非線形シュレーディンガー方程式
の爆発解の延長問題に関する成果([3]	
 
[4])について議論した．彼らの方法は非
線形ダンピング項を付加したり非線形
指数飽和を用いて特異点を回避するこ
とによって爆発解を近似して解析する
が，やはり方程式の解の位相部分の情報
を失う．線形集束を示すような爆発解に
対しては，集束の前後のビーム開度の比
にある種の普遍性が見られることが数
値解析で確認されている．G.	
 Fibich 教
授との議論により，消失した情報を回復
することはかなり困難な問題であるこ
とが確認されたが，この現象を数学的に
証明することが今後の研究課題の一つ
である．	
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