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研究成果の概要（和文）：ペンローズパターンの折り紙モデル（PPOモデル）に用いた正八面体の骨格構造(スケルトン
)が、三次元ペンローズタイリングの三次元準周期構造を構成する二種類の菱形六面体のうちのアキュート六面体に含
まれる黄金八面体に対応していることが示唆され、黄金八面体のスケルトンを折り紙で制作して、PPOモデルの黄金八
面体に特定の配向があることを明らかにした。
国際会議や学会等で研究成果の発表を積極的に行い、大量の八面体のスケルトンを作ってポータブルなPPOモデルを新
たに組み立て、三次元準周期構造が八面体のみで表現できること、および、面と角を共有して接続された黄金八面体の
配向を立体モデルによって具体的に説明した。

研究成果の概要（英文）：It has been suggested that regular octahedral skeletons constructing an Origami-mo
del of Penrose Pattern, abbr. PPO-model, would correspond to golden octahedra appearing in an acute parall
elepiped, which is one of the two parallelepipeds, obtuse and acute ones, occurring in a three-dimensional
 Penrose Tiling. By making use of golden octahedral skeletons made of Origami, it has been revealed that g
olden octahedra in PPO-model exhibit a typical orientation.
A new portable PPO-model has been constructed by using a lot of octahedral skeletons, and the PPO-model ha
s been used for presenting that a quasi-periodic structure can be exhibited by the PPO-model made of only 
octahedra, and orientations of face- and vertex-sharing golden octahedra has been pointed out concretely.
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１．研究開始当初の背景 
(1) 2011年度のノーベル化学賞を受賞したダ
ン・シェヒトマン教授らが 1984 年に公表し
た準結晶（じゅんけっしょう；Quasicrystal）
発見の報告は、それまで無限に広がる繰り返
し構造（周期構造：Periodicity）を最大の
特徴としていた“結晶（Crystal）”の概念
を拡張し、結晶の定義が変更される契機とな
った。その後、72°回転すると元の構造と重
なる５回対称性に代表される非周期的な構
造（準周期構造；Quasiperiodic structure）
を持つ準結晶が続々と発見されるとともに、
準周期構造が安定な構造相であることが確
認され、準結晶研究が推進されてきた。 
本研究の開始当初、研究対象はほぼ合金系
準結晶のみであり、金属の等方的結合を前提
とした空間充填構造をモデルとして、実験結
果の理論的検討が行われていた。 
 
(2) 1974 年にロジャー・ペンローズ教授によ
り考案されていた二次元ペンローズタイリ
ング（2D Penrose Tiling）が二次元の準周
期構造の具体的な構造モデルとして注目さ
れ、三次元ペンローズタイリングが数学的に
導かれるとともに、さらに高次元に議論を拡
張することによって、準周期構造を高次元で
の周期構造の射影として取り扱う手法が理
論的に確立し、正二十面体などを基本構造と
する、合金系準結晶の実験結果から、種々の
三次元準周期構造モデルが提案されていた。 
 
(3) 2010年にペンローズパターンの折り紙モ
デル（PPO モデル）が考案され、八面体の骨
格構造（スケルトン）のみで形成された板状
準周期構造が二次元ペンローズタイリング
のパターン（ペンローズパターン）に対応す
ることが確認された。PPO モデルは空間充填
構造を基本とする、従来の合金系準結晶の準
周期構造モデルとは異なり、無機化合物結晶
を表現するのに用いられている配位八面体
を基本構造としており、無機化合物準結晶の
可能な準周期構造を示唆しる、新たな準周期
構造の立体モデルとして注目されていた。 
 
２．研究の目的 
(1) PPO モデルから示唆される可能な無機化
合物準結晶の３次元準周期構造のより詳細
な立体モデルを制作する。 
 
(2) 面と角を共有する配位八面体が形成す
る結晶構造に関する先行研究から、結晶化学
的視点に基づき、無機化合物準結晶として合
成可能な化合物組成を検討する。 
 
(3) PPO モデルの板状構造が高次元空間にお
いて形成する周期構造を理論的に明らかに
して、板状構造を積み重ねることによって得
られる三次元の準結晶構造を考察する。 
 
３．研究の方法 

(1) 詳細な折り紙モデルを得るため、折り紙
で多数の正四面体の骨格構造（スケルトン）
の折り紙を作るとともに、独自に開発した
“科学折り紙”の手法を応用して、黄金八面
体と黄金四面体のスケルトンを折り紙で作
り、数種類の新たな PPO モデルを制作する。 
 
(2) 結晶構造のシミュレーションシステム
を利用して、面と角を共有する結晶構造のデ
ータベース検索を行い、PPO モデルの部分的
な構造を持つ無機化合物結晶を探索して、そ
の化合物組成からPPOモデルが示す無機化合
物準結晶の化合物組成の候補を抽出する。 
 
(3) 面を共有する八面体構造で正十二面体 
構造を組み立て、PPO モデルの板状構造間に
挿入して得られる準結晶構造の特徴を検討
する。 
 
４．研究成果 
(1) 615個の正八面体のスケルトンを用いて、
約 850mm×約 950mm×約 50mm の大きさの PPO
モデル（図１参照）を新たに制作し、2013 年
9月にギリシャ・クレタ島で開催された、「対
称性と迷路」を主題する、第 9回対称の学際
的研究国際学会（ISIS- Symmetry）におい
て PPO モデルに関する研究発表を行った。 
この国際会議において、 
① 八面体のスケルトンのみで構成された
PPO モデルの板状構造によって、二次元ペン
ローズパターンに対応する準周期構造を表
現できる、 
② PPO モデルの板状構造は４種類のクラス
ター（図２参照）で構成されている、 
③ 角を共有して４種類のクラスターを接続
すると、板状構造には凸凹が生じている、 
④ 面を共有する八面体のスケルトンで構成
された正十二面体構造（図３参照）で PPO モ
デルの板状構造接続することにより、板状構
造をその板面に垂直な方向に積み重ねて、多
様な準結晶構造を組み立てることが可能で
ある 
ことを新たに制作したPPOモデルによって具
体的に示した。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図 1 新たに制作した、手軽に持ち運びできる
大きさのペンローズパターンの折り紙モデ
ル：約 850mm×約 950mm ×約 50mm 



   

   

図２ PPO モデルの板状構造を構成する、面を
共有する八面体の４種類のクラスター：(a)
星形、(b) 部分Ⅰ、(c) リング、(d) 部分Ⅱ 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
図３ 面を共有する八面体のスケルトンで組
み立てられた正十二面体構造 
 
(2) 数学的理論により、三次元ペンローズタ
イリングは、オブチューズとアキュートの二
種類の菱形六面体（図４(a)と(b)参照）の空
間充填構造であることが示されている。この
うち科学折り紙の手法を活用して、アキュー
ト菱形六面体（図５参照）、および、アキュ
ート六面体に含まれる黄金八面体と黄金四
面体のスケルトン（図６(a)と(b)参照）を制
作し、PPO モデル中の八面体構造が３次元ペ
ンローズタイリングのアキュート六面体中
の黄金八面体に対応していることが示唆さ
れることを示した。 
また、黄金八面体のスケルトンで PPO モデル
を構成する２種類のクラスター（図２(a)と
(b)参照）を制作する際、黄金八面体をやや
長い稜：l（図６参照）が作る正三角形の面
で接続するとつながらないことが分かった。 
今後、三次元ペンローズタイリングと PPO モ
デルの対応関係を確認するために、多数の黄
金八面体のスケルトンを折り紙で制作する
には時間がかかることから、3Ｄプリンタを
用いて大量の黄金八面体と黄金八面体を制
作することを計画している。 
本研究において発見した黄金八面体の配向
に関する規則性を探求するとともに、PPO モ
デルの空間部分をどのようにして黄金四面
体とオブチューズ六面体で埋め尽くせるか
を考察し、三次元のタイリングに関する数学
的研究も共同研究により進めることを考え
ている。 

   

図４ 三次元ペンローズタイリングを構成す
る二種類の菱形六面体：(a)オブチューズ菱
形六面体と(b)アキュート菱形六面体 
 

 
図５ アキュート菱形六面体のスケルトン：
１つのアキュート菱形六面体は２つの黄金
四面体と１つの黄金八面体で構成される 
 

   

図６ (a) 黄金四面体と(ｂ)黄金八面体のス
ケルトン:白い稜線l’は色のついた稜線lに
対し、l’=(1+τ2)1/2/2=0.95×l だけ短くな
っている。ただし、τ=(√5+1)/2 であり、τ
は黄金比と呼ばれている。 
 

     
図７ 黄金八面体の配向：正三角形ではなく
二等辺三角形の面で接続することが必要；
(a)星形のクラスターの配向、(b) リングと
星形を接続した時の配向 
 
(3) 結晶構造の先行研究に関する文献調査
を行い、E. Parte 教授らによる配位四面体を
基本構造とする無機化合物の結晶構造の系
統的な分類と電荷分布に関する結晶化学的
研究が行われていることが分かった。一方、
配位八面体を含む無機化合物の結晶構造の
研究は、ペロブスカイト構造などの角を共有
する構造が中心で、面を共有する構造の研究
はコランダム構造などの少数の結晶構造に
限られていることが分かった。 
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また、シミュレーションソフト上のデータベ
ースを検索したところ、面を共有する構造は
少なく、やはりコランダム構造が特徴的な構
造として取り上げられていた。 
今後、さらに無機化合物の結晶構造に関する
最新の研究成果の検索を継続し、面を共有し
た配位八面体が作る結晶構造の系統的分類
を試みる必要性を強く感じている。 
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