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研究成果の概要（和文）：遷移カオスなどの不変とは限らない遷移的な力学系の振舞いをとらえるため，グラフクラス
タリングアルゴリズムを用いた力学系の解析手法を構築した．またリアプノフ関数が構成できないような系に対して，
コンレイ・モース分解を一般化するため，最適化の手法を用いて擬リアプノフ関数を構成する手法を開発した．応用と
して，これらのアルゴリズムを非線形レスリーモデルなどの力学系や，2次元流体の数値計算データに適用し，相空間
の力学系の構造に即した分割を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：For the study of transient behaviors of dynamical systems on non-invariant set 
such as transient chaos, we develop a numerical method based on graph clustering algorithms. We also 
develop an algorithm to construct pseudo-Lyapunov functions, an analog of Lyapunov function, based on 
optimization algorithms. This enables us to study a generalization of Conley-Morse decomposition to 
dynamical systems having no Lyapunov function. These algorithms are successfully applied to dynamical 
systems including non-linear Leslie model and also to numerical simulations of 2-dimensional fluid flows.

研究分野： 数学
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１．研究開始当初の背景 
 
  数理モデルの研究において，近年遷移ダイ
ナミクスと呼ばれる対象が注目を集めてい
る．これは，ある時間の範囲では観察される
が，時間を無限大に飛ばすと消えてしまうよ
うな現象を総称して述べた概念であり，漸近
的ダイナミクス，すなわち時間を無限大に飛
ばしたときの挙動と対比して用いられる．数
理モデルの研究においては力学系理論が強
力な道具であるが，力学系理論はそもそも解
けない方程式に対して漸近挙動を論じよう
という問題意識を元に発展してきたため，漸
近的ではない移ろいゆく遷移現象を捉える
ための有効な手法はほとんどなかった． 
 
  力学系研究の中心的なテーマの 1つである
カオス現象にしても，従来はアトラクターな
ど漸近的に安定な不変集合の上でのカオス
が問題にされてきたが，近年では遷移カオス
と呼ばれる，ある時間枠ではカオス的に見え
るが，時間を十分大きくすると消えてしまう
ようなカオスに類似した現象が注目される
ようになった． 
 
  その背景としては，いわゆる遷移カオスと
呼ばれる現象など，高次元大自由度の系にお
けるアトラクターとは限らない構造の重要
性が発見されるようになった事がある．この
ような系では，厳密な意味ではアトラクター
ではないが，軌道を十分に長時間引きつける
ような構造が相空間に多数埋め込まれてお
り，それらの間を軌道が移ろいゆくことによ
って単純なカオスモデルでは記述できない
挙動が現れる．また実験的にも，流体の乱流
遷移において，従来は乱流が安定に存在する
と思われていたパラメータにおいても，十分
に長い時間が経つと乱流から層流に遷移す
る現象が確認されるなど，従来のアトラクタ
ーによる理解を越えたモデルが求められる
ようになった． 
 
  アトラクター上のカオスなど通常の漸近
挙動の解析に関しては，力学系の伝統的な手
法とトポロジーの融合が進んでおり，申請者
もこれらの分野の交差する領域で２つの新
しい手法を研究してきた．１つはグラフ理論
や精度保証付き数値計算を用いた大域的な
計算理論であり，もう１つは計算トポロジー
理論，特に計算ホモロジー理論を用いるもの
である． 
 
  これらの手法は漸近的な現象を研究する
ためには強力なツールであったが，元々がア
トラクターなど漸近的に現れる不変集合の
解析を目的に開発されたものであるため，遷
移的な現象を取り扱うための枠組みがなか
った．強引に用いようとすると，何らかのア
ドホックな手法で遷移的な現象を不変集合
で近似するしか方法がなく，その場合は得ら

れた結果が力学系に対してどのような意味
を持つのかが数学的に明らかでなかった． 
 
２．研究の目的 
 
  そこで，本研究では上記の計算トポロジー
理論と計算ホモロジー理論の融合を通して，
動的な構造を扱えるような計算手法を構築
するための枠組みを作ることを目的とする． 
 
  その枠組みは，グラフ理論や精度保証付き
数値計算を用いた大域的な計算理論と計算
トポロジー理論の力学系への応用のどちら
にも有効なものであり，従来の漸近挙動の研
究で得られた手法を遷移ダイナミクスの研
究に応用するための基礎となることを目的
とする． 
 
３．研究の方法 
 
 本研究の基礎をなすのは，力学系や流体な
どを有向グラフで表現し，そのグラフに対し
てトポロジーの知見に基づいた組合せ的な
操作を施すことで，もとの力学系や流体に対
する情報を引き出そうという手法である．有
向グラフの頂点は相空間のうち我々が着目
している領域のグリッド分解に対応するも
のであり，辺はそれぞれのグリッド要素が系
の時間発展によってどのように写像される
かにより定義されるものである． 
 
  力学系の不変集合に対しては，グラフの強
連結成分が対応し，その抽出はグラフ理論で
開発されたアルゴリズムにより高速に行な
える．いっぽうで，我々が問題にしているの
は不変とは限らない現象であるため，強連結
成分への分解という簡単な方針を取ること
ができない． 
 
  そこで我々が採用するのは，グラフのクラ
スタリングアルゴリズムを用いて力学系の
構造を分解しようというものである．グラフ
クラスタリングアルゴリズムには，クラスタ
リングによってどのような分解を得たいか，
また適応するグラフのサイズはどれくらい
か，などによって無数の種類があり，そのな
かから我々の目的に合ったものを見出して
改良を加えることがまず必要である． 
 
  また別のアプローチとして，リアプノフ関
数の一般化を通した解析手法の開発も進め
る．通常の漸近的な力学系の挙動に対しては，
コンレイ・モース分解と呼ばれる相空間の分
解が知られており，これはリアプノフ関数と
いうスカラー関数により簡単に記述するこ
とができる．具体的にはリアプノフ関数とは
相空間上定義されたスカラー関数であって，
系の時間発展にそってその値が非増加（もし
くは非減少）となるもののことであり，その
性質からコンレイ・モース分解の各成分上で



は定数値をとる．系全体が再帰的になってし
まうエルゴード的な状況や，我々が考えてい
る遷移的な状況ではリアプノフ関数を用い
る手法は機能しないが，リアプノフ関数に適
当な意味で「近い」性質を持つ関数を構築す
ることによって，有限時間の範囲で有効なコ
ンレイ・モース分解の類似理論を展開する． 
 
４．研究成果 
 
  広く用いられているグラフクラスタリン
グアルゴリズムのうち，我々の目的に最も合
致するのはマルコフクラスタリングアルゴ
リズムである．このアルゴリズムは，そもそ
もグラフ上のマルコフ過程の分布を基本に
したアルゴリズムなので，力学系の解析に向
いているのは当然ともいえる． 
 
  ただし，残念ながらマルコフクラスタリン
グは我々の目的には遅すぎる．これは，アル
ゴリズムの計算速度が基本的にグラフの頂
点数の 3乗（と収束するまでのイテレーショ
ン回数の積）に依存することに由来する．
我々の扱うグラフは力学系の相空間の分解
に対応したものであるため，一般に解像度を
上げると指数的に頂点数が増加する．扱う問
題にもよるが，典型的には数百万以上の数の
頂点を持つグラフを扱う．このような状況で
は，頂点数の 3乗のオーダーのアルゴリズム
は実用的とは言い難い． 
 
  そこで我々が採用するのは，Peer Pressure 
Clustering (PPC)アルゴリズムというアルゴ
リズムである．このアルゴリズムは，元々は
インターネット上での噂や意見の拡散とい
った社会的な現象を解析するために開発さ
れたアルゴリズムである． 
 
  マルコフクラスタリングに比べて，PPC は
アルゴリズムの安定性については劣り，また
得られた分解の力学系的な意味もそのまま
では解釈が難しいが，速度面では大幅なアド
バンテージがある．実際，PPC の計算時間は
頂点数の 2乗（と収束するまでのイテレーシ
ョン回数の積）に依存するものであり，マル
コフクラスタリングに比べると計算のオー
ダーが異なる． 
 
  PPC は定常分布に収束せず，周期的な分布
を巡る状態に陥ることがあるが，これについ
ても力学系に即した判定アルゴリズムを導
入することで，実用的な時間で停止するアル
ゴリズムが構成できた．結果として得らえた
アルゴリズムはマルコフクラスタリングに
比べて，我々の問題とするサイズのグラフで
100 倍以上高速なものとなった． 
 
  リアプノフ関数の一般化を考えるという
方向では，離散ホッジ理論とペンローズ・ム
ーア逆行列を用いた擬リアプノフ関数の構

築アルゴリズムを開発した． 
 
  これはあるスカラー関数がリアプノフ関
数からどのくらい離れているかという観点
から最適化を行なうことに対応している．ま
たトポロジー的な観点からは，グラフ上に適
当に定義した「微分形式」の空間において，
力学系から自然に定義されたグラフ上の1形
式に対して適当な0形式であって微分すると
その1形式になるものを見つけよという問題
に対応している． 
 
  これらのアルゴリズムを用いる考え方は
Jiang-Lim-Yao-Ye ら に よ り 開 発 さ れ た 
“statistical ranking” から応用したもの
である．Statistical ranking においては，
多様な好みの個人によって生成された様々
なランキングから矛盾の少ない総合的なラ
ンキングを導き出すという社会的な問題を
扱っていたが，それを力学系から生成される
グラフに適用し，また矛盾が少ないという条
件をリアプノフ関数になるべく近いという
条件に読み変えることにより，我々のアルゴ
リムの基礎が得られる． 
 
  これらのアルゴリズムを実際に実行する
上では，ペンローズ・ムーア擬逆行列の計算
が重要なステップであり，また計算時間的に
もボトルネックとなる．我々のアルゴリズム
では，有向グラフを無向化するなど，見たい
力学系の構造に即した前処理を行なうこと
で，ペンローズ・ムーア擬逆行列の計算の高
速化を図る研究も進めた． 
 
  これらのアルゴリズムの開発に加え，具体
的な系への応用として，非線形レスリーモデ
ルという人口予測に用いられる写像や，2 次
元流体力学の数値シミュレーションへの応
用も研究した． 
 
  非線形レスリーモデルとは，それまで一般
的に用いられていた線形レスリーモデルを
拡張したものである．線形レスリーモデルに
おいては，全人口は幾つかの世代に分割され，
各世代ごとに次の時間ステップまで生き残
る生存確率と新しい世代を生み出す生産確
率が与えられる．これらの確率に基づいて線
形に人口が発展するとしたモデルが線形レ
スリーモデルであり，伝統的に人口の予測で
広く用いられていた． 
 
  しかし線形モデルにはやはり限界があり，
例えば 1990 年の人口に基づいたアメリカの
人口予測が6百万人も実際の値とずれてしま
うなどの問題が明かになった．そこで導入さ
れた改良版のひとつが非線形レスリーモデ
ルであり，総人口が増加して環境が悪化する
と新しい世代の生まれる確率が落ちるとい
う効果を取り入れた，自然な拡張である． 
 



  非線形レスリーモデルはその構成は自然
なものだが，数値シミュレーションにおいて
複数のカオス的アトラクターが存在するパ
ラメータ領域が観察されるなど，その数学的
な構造には未解明な部分が多かった．このた
め，コンレイ・モース理論を用いた相空間の
研究などが行なわれていた． 
 
  コンレイ・モース理論を用いた研究により
系の勾配的な構造は明かになったものの，そ
こで得られる分解は再帰的な不変集合をグ
ラフの1つの頂点とする大きな分解であるた
め，各成分の内部の構造はわからなかった．
そこで，本研究の手法を用いて分解すること
により，以下のようにより詳細な分解を得る
ことができた． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     コンレイ・モース分解による分割 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        PPC によるより詳細な分割 
 
  流体への応用としては，円筒回りの 2次元
流体という基本的な流体現象に対してその
解析を試みた． 
 
  数値計算の手法としては格子ボルツマン
法を用いている．この手法を選定した理由と
しては，コンピュータの並列化が進行するこ
とで現在再び注目を集めている手法である
という事と，数値計算の手法が格子グリッド
に基づいた高度に離散化されたものであり，
有向グラフを用いる我々の手法と親和性が
高いという点がある． 
 

  また，我々が PPC アルゴリズムを採用し
た理由の 1つとして，アルゴリズム内に得ら
れる分割の細かさを調節するパラメータを
埋め込むことが容易であるという点がある．
これにより以下の例のように目的に応じて
細かい分割からおおまかな分解まで様々な
スケールの分解を得ることができる． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      格子ボルツマン法による計算結果 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           PPC による分解の例 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      PPC によるより細かい分解の例 
 
 
 
 
 
 
     より細かい格子による計算例 

   上図から分割の細かさを上げたもの 
 
  また，このように力学系や流れから直接生
成されたグラフだけでなく，ノイズなどの不
確定要素によりグラフの構造が摂動を受け
ている場合や，そもそも観察や計算の精度が
低く，グリッドが十分細かくない場合にも本
研究の手法は有効であることがわかった．す
なわち，通常の強連結成分によるコンレイ・
モース分解が自明な分解になってしまう場



合にも，本研究の手法を用いると以下のよう
に力学系の細かい構造を取り出すことが出
来る． 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ノイズにより潰れたコンレイ・モース分解 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    同じデータに対する PPC による分解 
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