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研究成果の概要（和文）：本研究で行えたことは主に次の二つである．1: グラフのパスおよびサイクルの数え上げが
＃Ｐ完全（計算困難な問題）である．2: グラフのパスおよびサイクルの数え上げが（ＲＰ≠ＮＰのもと）近似不可能
（近似計算困難な問題）である．パスやサイクルはグラフ構造として木に近い性質を持っており，それゆえ，この結果
はTutte多項式の近似計算可能性・不可能性において，未解決となっている領域である木の数え上げの近似可能性・不
可能性に向けて何かしらの知見を与えていると期待できる．

研究成果の概要（英文）：There are two main outcomes in this research project. We prove that, 1: counting p
aths and cycles are #P-hard (i.e., it is hard to exactly compute the numbers.), 2: they are inapproximable
 (under RP is not NP). Since the structure of a path and a cycle is close to that of a tree, we hope that 
our results give some insights into approximately counting trees which is a subproblem of approximately co
mputing Tutte polynomials.
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１． 研究開始当初の背景 
【学術的背景】 
マルコフ連鎖モンテカルロ法（Markov chain 
Monte Carlo methods，以降，MCMC法と
略す）とは，所望の確率分布を定常分布とし
て持つようなマルコフ連鎖を用いたサンプ
リングアルゴリズムのことである．（より正
確には，そのようなサンプリングアルゴリズ
ムを用いて，所望の値を求める計算手法のこ
とである．） 
 
MCMC 法は，１９５０年代に統計物理
（Statistical Mechanics）の分野で導入され，
１９９０年代に入ってからは，情報科学，計
算機科学の分野でも盛んに利用されるよう
になった．理論計算機科学（Theoretical 
Computer Science）においては，MCMC法
は，問題の解の上の一様分布を生成するため
のサンプリングアルゴリズムとして利用さ
れ，解の個数を近似するアルゴリズムに利用
されている．（理論計算機科学における
MCMC法については文献 [1,2] を参照．）例
えば，次のような，基本的かつ重要な組合せ
問題の解の個数の近似を求めることに利用
されている： 
1. 頂点彩色問題 
2. 頂点独立集合問題 
3. マッチング問題 
更に，このような，グラフの数え上げ問題以
外にも，数学・物理の分野で重要な関数の値
の近似を求めることにも利用されている： 
4. 行列のパーマネント（permanent） 
5. 分配関数（partition function） 
6. Tutte 多項式（Tutte polynomial） 
理論計算機科学における MCMC 法の研究の
中心は，(1) サンプリングアルゴリズムを考
案し，(2) そのアルゴリズムの効率のよさ，
つまり，混合時間（mixing time）を算定す
る，ことの２つである．冒頭の概要に掲げた
２つの項目は，これらの２つに対応している．
サンプリングアルゴリズムは，メトロポリ
ス・ヘイスティングスアルゴリズム
（Metropolis-Hastings algorithm）やギブス
サンプリング（Gibbs sampling）といったラ
ンダムウォークを用いた方法が代表的であ
る．また，近年では，焼きなまし（simulated 
annealing）法という，より進んだ方法の研
究も盛んである．混合時間を算定するための
理論的解析には，カップリング（coupling）
法，それを応用したパス・カップリング（path 
coupling）法，コンダクタンス（conductance）
を利用したより強力な方法がある．以降で挙
げられるように，理論計算機科学における
MCMC 法には重要な未解決問題がたくさん
残されており，それを解決するためのサンプ
リングアルゴリズム，及び，混合時間を算定
するための解析手法の開発が要求されてい
る． 
 
 

２．研究の目的 
【本研究で解明すること】 
以下に，理論計算機科学の MCMC 法におけ
る，２つの代表的な未解決問題を挙げる．本
研究では，これらの解決に向けて，新たなサ
ンプリングアルゴリズムを提案する．それと
同時に，そのようなサンプリングアルゴリズ
ムの混合時間を算定するための新たな理論
的解析手法を提案する． 
 
研究課題１：統計物理の分野には，イジング
模型（Ising model）やポッツ模型（Potts 
model）のように，粒子の動きを記述する確
率モデルがいくつか提案されている．そのよ
うな確率モデルの正規化定数は「分配関数
（partition function）」と呼ばれ，熱平衡状
態の粒子の統計的性質を表す重要な値とな
っている．イジング模型やポッツ模型の分配
関数は，「Tutte 多項式」で表されることが
知られている．理論計算機科学では，Tutte 
多項式の計算困難性が，更に，最近では，近
似可能性・不可能性が議論されるようになっ
た．（文献[3]を参照．）特に，Tutte 多項式の
（一部の）近似可能性は，イジング模型の分
配関数が近似可能であるという事実から導
かれている．Tutte 多項式の「計算困難性」
については完全に解決された研究テーマで
あるが，近似可能性・不可能性については，
まだ完全には解決していない．（文献 [3] を
参照．） 
 
Tutte 多項式の近似可能性・不可能性におい
て，未解決となっている部分の解決を図る． 
 
研究課題２：MCMC 法は，問題の解の上の
一様分布を生成するためのサンプリングア
ルゴリズムとして利用され，解の個数を近似
するアルゴリズムに利用されている．これま
で，様々な問題（#P-困難な問題）に対して，
（多項式時間）近似可能性・不可能性が議論
されてきた．その一方で，まだそのどちらと
も証明されていない問題がいくつかある．半
順序集合（poset）のイデアル（ideal）の個
数を求める問題が代表的である．この問題は，
#2-SAT 問題の部分問題（#1P1N-2CNF 問
題），更には，２部グラフの頂点独立集合の
数え上げ問題と（近似可能性に関して）等価
であるということも知られている．（文献[4]
を参照．） 
 
半順序集合のイデアルの数え上げ問題が近
似可能かどうかを証明する． 
 
 
【学術的意義】 
上で述べた２つの研究課題は，理論計算機科
学の MCMC 法において，代表的な未解決問
題となっている．これらの解決には，新しい
アルゴリズムを考案することが，更に，これ
までの混合時間の算定方法にはない，新たな



理論的解析手法を開発する必要があること
が予想される．これらの新たなアルゴリズム
と解析を提案することで，理論計算機科学に
おける MCMC 法が深化し，当該分野が発展
することが大いに期待できる．また，MCMC
法が様々な分野で応用されていることから，
本研究で提案されたサンプリングアルゴリ
ズムが多くの分野を発展させることが期待
される． 
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３．研究の方法 
理論研究を効率よく進めるには，専門家と直
に会って密に議論することが，有効な方法で
あると感じている．本研究では，来嶋秀治（九
州大学），松井泰子（東海大学），渡辺治（東
京工業大学），岩間一雄（京都大学），西関隆
夫（関西学院大学）らと密に議論することを
考えている．特に，来嶋氏，松井先生とは，
これまでに MCMC 法について様々な議論をし
てきている．その中で，文献[1]は，理論計
算機科学では主要な国際会議（COCOON2009）
に採択された．更に，その国際会議の 
selected paper として雑誌への掲載が決ま
っており，国際的にみて一定の評価を頂いて
いる． 
 
 
４．研究成果 
【２３年度研究成果】 
この年度の具体的な研究目標は，Tutte 多項
式と呼ばれる関数の近似可能性・不可能性を
解決することであった．Tutte 平面上で既に
近似可能・不可能が証明された領域は少しし
かない．少しでも多くの領域について近似可
能性・不可能性を解明することが，この年度
の研究計画であった．この研究計画に関連し
た研究実績は大きく３つ挙げられる：1. パ
ス，サイクルの近似数え上げが不可能である
ことを示した，2. 木のランダムサンプリン

グが通常のマルコフ連鎖では不可能である
ことを示した，3. 3-SAT 問題を解く最速の
アルゴリズムを提案した．このうち，最初の
２つが当研究課題に直接に関係するもので
ある．Tutte 平面に，森の数え上げ問題に相
当する領域がある．（この部分の近似可能
性・不可能性を示すことは研究課題の一部に
もなる．）上の２つの不可能性及びその証明
は，森の数え上げ問題について何らかの手が
かりを与えるものであると思っている．特に，
２つ目の木のランダムサンプリングがあり
きたりのマルコフ連鎖からは近似数え上げ
が不可能であることは，同じく，森のランダ
ムサンプリングについても同様の状況であ
る証拠を与えている．３つ目の研究成果は，
直接的な関連性は少ないにしても，アルゴリ
ズムの解析手法が当研究課題を解明するの
に役立つのではないかと考えている．それは，
解析した 3-SAT 問題を解くアルゴリズムが，
ランダムウォークタイプのアルゴリズムで
あり，マルコフ連鎖の一種であるからである． 
 
【２４年度研究成果】 
この年度の具体的な研究目標は，半順序集合
のイデアルの数え上げ問題の近似可能性・不
可能性を解決することであった．この問題は，
#2-SAT 問題の部分問題（#1P1N-2CNF 問題），
更には，２部グラフの頂点独立集合の数え上
げ問題と（近似可能性に関して）等価な問題
であるということが知られている．また，前
回の実施状況報告書から，Tutte 多項式に関
して，木の数え上げ問題及び森の数え上げ問
題の近似可能性・不可能性を解決することも
今年度の課題の一つであった．これらの研究
課題に関連した研究実績は，木の数え上げ問
題において，次数が高々３であるようなグラ
フに限った場合に，木のランダムサンプリン
グが可能であることから，木の数え上げ問題
が近似可能であることを示したことである．
昨年度の研究結果を合わせると次のような
ことが分かった．グラフの基本的な構造に，
パス，サイクル，木の三つがある．この三つ
に対して，1. パスの数え上げ及びサイクル
の数え上げは近似不可能である．2. 次数が
高々３であるグラフに限れば，木の数え上げ
は近似可能である．また，半順序集合のイデ
アルの数え上げ問題と関連のある，グラフの
頂点独立集合の数え上げ問題が近似不可能
であるという論文が発表され，その論文の調
査を行った．これは，２部グラフの頂点独立
集合の数え上げ問題，つまり，半順序集合の
イデアルの数え上げ問題の近似可能性・不可
能性の解明に大きく関係する事実である． 
 
【２５年度研究成果】 
具体的な研究課題として以下の二つをあげ
ていた．1: Tutte 多項式の近似可能性・不
可能性において，未解決となっている領域の
解決を図る．2: 半順序集合のイデアルの数
え上げ問題が近似可能かどうかを証明する．



これに対して実際の研究では以下のことが
できた．1: パスおよびサイクルの数え上げ
が＃Ｐ完全である．2: パスおよびサイクル
の数え上げが（ＲＰ≠ＮＰのもと）近似不可
能である．この結果は上の一つ目の研究課題
に関連するものである．Tutte 多項式の近似
可能性・不可能性において未解決となってい
る領域に「木」の数え上げに相当するものが
ある．パスやサイクルはグラフ構造として木
に近い性質を持っており，そのため，そうい
ったグラフの数え上げの近似不可能性を示
したことは，木の数え上げの近似可能性・不
可能性に向けて何かしらの知見を与えてい
ると期待できる． 
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