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研究成果の概要（和文）：本研究課題では資産配分の問題として知られるポートフォリオ最適化問題の中でも、CVaRと
呼ばれるリスク指標やそれを一般化したものを最小化する問題を取り上げた。通常、過去に実現したデータに対する最
適化を行うことになるが、そのようなアプローチが将来のデータに最適であることは保証できない。本研究課題では将
来データに対する性能向上を企図し、正則化を採用したいくつかのアプローチに対し、有効性を検証した。

研究成果の概要（英文）：In this project, we consider a portfolio selection problems which minimizes the 
conditional value-at-risk or its generalized versions. It is known that solutions obtained so as to 
optimize over historical data do not necessarily optimal to future realization. In order to improve on 
such an out-of-sample performance, we employed several regularized approaches and examined their 
effectiveness.

研究分野： オペレーションズ・リサーチ

キーワード： ポートフォリオ選択　CVaR　コヒレントリスク尺度　正則化
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１．研究開始当初の背景 
（１）その起源を Markowitz (1952)の平均・
分散モデルに遡るポートフォリオ最適化問
題は、複数の投資対象資産の収益率分布を所
与とし、適当な最適化基準に基づき各資産へ
の投資配分比率（ポートフォリオ）を決定す
る問題である。平均・分散モデルでは、収益
率分布の平均値と共分散が得られれば、2 次
計画問題を解くことで最適ポートフォリオ
が得られる。しかし、経験分布より平均値、
共分散を求めた場合、その推定誤差が無視し
えないほど大きいことが知られている。その
ような推定誤差に対する影響を予め織り込
んで最適化を行う方法論としてロバスト最
適化があり、1 つの潮流を成している。 
 
（２）資産運用実務においては、通常、経験
分布のみに依存した直接的な推定ではなく、
収益率を市場インデックスなど、他の変数で
説明したファクターモデルによって収益率
分布を推定する。 
 
（３）また、平均･分散以外のリスク尺度の
認知度も増している。中でも、コヒレントな
リスク尺度 (Artzner et al., 1999) である条
件付きバリュー・アット・リスク (CVaR) は、
下方リスクを捉えるのに適し、かつ、効率的
求解がし易いという好ましい性質を持つこ
とから認知度を高めてきた。その一方で
CVaR は収益率分布の片側裾部分のみを評価
したものであるため、推定誤差の影響は分散
以上に大きいと考えられる。 
 
（４）一方で、CVaR 最小化ポートフォリオ
に対しファクターモデルを適用した既存研
究としては、Konno, Waki, Yuuki(2002)があ
るのみであったが、その主眼は解くべき最適
化問題を縮小するためであり、得られたポー
トフォリオの事後パフォーマンスの検証は
なされていなかった。 
 
（５）代表者は過年度の研究課題で、経験的
CVaR の最小化にノルム制約を加えたアプロ
ーチについて検討を行い、それがロバスト最
適化や機械学習の方法論と一定の関わりを
もつことを指摘した。 
 
２．研究の目的 
本研究課題では、Konno らの CVaR 最小化

に対するファクターモデルに対するロバス
ト最適化モデルの構築をベースに、過年度に
得られたノルム制約付きCVaR最小化の研究
成果と融合することで、推定誤差を軽減する
方法を提案することを当初の目的とした。具
体的には、当初以下のようなモデル(a)～(c)
の構築と有効性検証を計画した。 
（１）ファクターモデルから誘導される正則

化項を用いた CVaR 最小化モデル 
（２）ノルム制約を発展させ、決定係数など

予測性能に直結した正則化項付き CVaR

最小化モデル 
（３）非標準的なファクターモデルの導入に

よる発展的 CVaR 最小化モデル 
通常、ファクターモデルの推定は最小二乗

法 (OLS) に基づくが、その残差分散行列か
らロバスト最適化に必要な不確実性集合を
構築し、適当なチューニングを施すことで、
推定誤差に対する耐性を獲得することを目
指したのが（１）のモデルである。 
（２）は（１）の不確実性集合を記述する

ノルムを発展的に利用することを企図し、直
接ファクターモデルへのフィッティングを
高める正則化項を導入するモデルであり、求
解は非凸最適化問題となることが予期され
た。 
（３）はモデル推定の際、OLS を超えて、

分位点回帰のように、より下方リスクとの親
和性が高い推定法を取り入れた手法や、ロバ
スト回帰などと組み合わせることで、事後パ
フォーマンスの向上を目指すモデルである。  
それぞれのモデルについて実データを用

いた実証研究を行い、標準的モデルからの改
善が当初の目論見としてあった。 

3 年に亘る当該プロジェクトの結果、（１）
は CVaR だけにとどまらず、任意のコヒレン
ト･リスク尺度に適用できる枠組みを示した。
そのため、（２）、（３）については方向を修
正し、コヒレント・リスク尺度を機械学習の
方法と結び付ける方向、正則化そのものを
CVaR と結び付ける方向へと多角的に拡張し、
分析を進めた。なお、（２）のアルゴリズム
に関する検討については、欄５の文献③とし
て発表した。 
 
３．研究の方法 
本研究課題は大きく、（１）モデリング（定
式化）及び理論的分析と（２）計算・実証分
析の 2つからなる。 
（１）モデリングと理論分析、特に、ロバス
ト最適化モデリングや機械学習手法の1つで
あるサポートベクターマシン(SVM)に対する
汎化理論については、武田朗子准教授（東京
大学）と共同で議論を行いまとめた。 
 
（２）計算・実証分析については、提案アル
ゴリズムを計算機上で実装し、数理計画ソル
バーを利用して求解を行った。必要に応じ、
共同研究者に実装と数値計算の実行を依頼
することで分業を図った。 
 
４．研究成果 
 研究成果は大きく以下の3つのトピックに
まとめられる。 
（１）ファクターモデルを用いたコヒレン

ト・リスク尺度最小化ポートフォリオのロ
バスト化 

（２）コヒレント･リスク尺度を用いた SVM 
（３）リスク尺度および正則化の発展的な応

用 
これらについて、以下、やや詳しく記す。 



（１）本課題の初めの取り組みとして、まず
Konno, Waki, Yuuki(2002)のファクターモデ
ルを用いた CVaR 最小化の見直しを行った。
具体的には、Konno らの定式化がファクター
モデル推定の残差項を無視しているために、
通常の経験的 CVaR よりも小さい CVaR の推定
値を最小化している点を指摘した。そこで、
CVaR を保守的に評価する立場から、ロバスト
最適化に基づく定式化を示した。 
 そのロバスト最適化は目的関数自体に最
大化問題を含む形で定式化されるが、単純な
正則化付き経験的 CVaR 最小化として表され
ることを示した。 
加えて、その一連の展開が、コヒレント・

リスク尺度として知られる、CVaR を含むリス
ク尺度のクラスに対しても適用可能である
ことを示した。 

図 1 は事後の CVaR について、提案モデル
(“Robust CVaR …”)、Konno らのモデル
(“Factor CVaR”)、経験的 CVaR 最小化モデ
ル(“Nominal CVaR”)と他 2つのベンチマー
クで比較したものである。(注：Gotoh, 
Shinozaki, Takeda (2013)の Figure 2 (b)
のオリジナル版である。なお、図の横軸は対
象資産数、縦軸は事後的 CVaR である。) 

 
図 1：事後的な CVaR の比較 

図から、 
・Konno らのモデルは事後的に CVaR を改善
できていない、 

・その他 2つの CVaR 最小化モデルについて
はベンチマークと比べて、事後的にも
CVaR を減少できている、 

・提案した Robust モデルについては、経験
的 CVaR モデルよりもさらに安定的に低い
事後的 CVaR を達成できている 

ことがわかる。 
 
（２）（１）がポートフォリオ選択の枠組み
におけるリスク尺度を対象としたオーソド
ックスなものであったのに対し、（２）はリ
スク尺度をポートフォリオ選択とは一見離
れた対象に適用していく試みである。 
 具体的には、コヒレント・リスク尺度を経
験分布に適用することで経験的リスクを定
義し、同時に正則化を採用することで、いわ
ゆるマージン最大化に基づくSVMの一般化を
行った。ここで考えたのは二値、もしくは、
多値判別分析であり、債券格付け判別などで

用いることから、リスク尺度と関連付ける意
義があると考えたことが、拡張の動機である。 
 正則化についても、ユークリッド・ノルム
に拘らず、一般のノルムを指向した。特に、
対象として社債格付けの判別モデルに適用
する場面を想定し、格付けに対する説明変数
の単調性（or 係数の符号条件）に関する先
験的な知識(専門家の知識)を取り入れ、かつ、
l1 ノルムを適用することで、線形計画問題に
帰着させた。このことは次の 2つの点からメ
リットがあった。 
①マージン最大化の定式化をそのまま拡張
する際に現れる非凸性を回避できた。 

②通常用いられるロジスティック回帰と古
典的な変数選択法の組合せに基づく推定よ
りも、効率的に、かつ、疎なモデル推定が
達成できた。 

以下(b)について、少し詳しく述べる。表 1
は社債格付けを 2 分割し、そのクラス（1 ま
たは 2）を当てられるかどうかについて、AIC
に基づく変数選択を施したロジット・モデル
(Logit)と、CVaR と平均･絶対偏差（MASD）と
いう2つのリスク尺度を用いた提案手法の事
前の精度(表左)と事後の精度(表右)を比較
したものである。なお、表中「一様」「加重」
は異なる参照確率の与え方を示している。 

表 1：事前と事後の精度(正答率[%]) 

これより、 
(a)Logit は事前の判別精度が高い一方、事後

の精度が劣化しており、過学習を起こして
いる一方、 

(b)提案手法では（採用するリスク尺度や参
照確率などのパラメータにより結果が若
干異なるものの）、いずれもほぼ同じよう
な水準で高い事後精度を達成している 

ことがわかる。実際、 
(i)推定された判別平面のモデルを見ると、

AICに基づく変数選択を行ったLogitでは、
除外される変数の個数も少なく、51 個中
30 個が説明変数として採用された他、そ
のうち 16 個については期待される係数の
符号条件を満たさなかった。 

(ii)一方で、提案手法については選択された
変数が 51 個中 2～7個と、かなり疎な推定
が行われている。このようなやや大胆な変
数選択が高い事後パフォーマンスに繋が
ったことがうかがえる。 

 
（３）3 つ目の展開は、正則化やリスク尺度
について非標準的な組合せに基づく、派生的
なものである。 
①たとえば、高野祐一講師(専修大学)との共
同研究（欄５の文献④,⑧）では、多期間の
ポートフォリオ選択問題に対し、カーネル関
数を取り入れ、さらに CVaR 最小化を目的と



する定式化について扱った。これは、正則化
を入れることで過学習を抑えつつ、カーネル
関数を利用してより良いポートフォリオを
ノンパラメトリックに学習する枠組みに対
する取り組みであった。 
②武田准教授(東京大学)らとの共同研究（欄
５の⑥）では、市場インデックスを追随する
ポートフォリオを求める問題において、投資
資産数を制限しポートフォリオの疎性を追
究し取引コストを下げることを企図しつつ、
同時に追随のエラーを事後的に増やさない
ようなことができるかどうかについて、検討
した。 
③また、3 年目に得た在外研究の折には、
Uryasev 教授(フロリダ大学)との共同研究
（欄５の①）として、リスク尺度に関連付け
られるノルムについて基礎的な研究を行っ
た。このノルムについては、正則化項として
用いることが可能となることが期待される。 
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