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研究成果の概要（和文）：数理ファイナンスなど様々な分野において確率微分方程式の計算の高速

化が必要となっている。楠岡が提案した高次弱近似手法(楠岡近似)は理論上これを実現するもの

であり、研究代表者と二宮(祥一)はこれを実行するためのアルゴリズム(NN アルゴリズム)を構築

した(2009)。本研究ではその理論研究と数値実験を行った。 
  理論研究により、NN アルゴリズムの中で用いられる確率変数の分散共分散行列の満たすべき

条件式の数を減らせる可能性を発見した。また、NN アルゴリズムの中で用いられている積分手

法の拡張可能性を証明した。また、数値実験により楠岡近似の適用範囲の拡大を行った。更に、

実務における楠岡近似の普及を念頭にソフトウェアライブラリを作成、公開した。 
 
研究成果の概要（英文）：Numerical calculation of stochastic differential equations has been 
applied in many fields such as mathematical finance. However, there has been a difficulty of 
speeding up of calculation. The higher-order approximation of SDEs introduced by Kusuoka 
(Kusuoka approximation) theoretically gives the possibility of improvement of this problem. 
The research representative and Syoiti Ninomiya successfully constructed an algorithm (NN 
algorithm) of the Kusuoka approximation (2009).  
  The research representative found that the numbers of conditions for variance-covariance 
matrix could be drastically reduced and proved the possibility of extension of the integration 
scheme applied in the NN algorithm as well as showed that the range of application of the 
Kusuoka approximation can be extended. Also, software library of higher-order 
approximation including the NN algorithm was constructed and released for its spread. 
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１．研究開始当初の背景 
確率微分方程式の弱近似は近年様々な分野
において用いられている。これは以下のよう
な拡散過程 
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に対し、E[f(X(1,x))を数値的に求めることを
言う。ここで、f はある滑らかさを持つ関数
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る。特に数理ファイナンスの分野においては
X(t,x)がある資産の時刻 t での価格を表し、 f
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がXを原資産とする商品の利得を表すとする
とき、  時刻 T でのその商品の価格は
E[f(X(T,x))によって得られるため、弱近似の
計算が日々大量に行われている。 
 弱近似の問題に対しては偏微分方程式
(PDE)アプローチと呼ばれるものと, シミュ
レーションによる近似がある。研究代表者は
後者の研究に関心を持っている。この計算は
離散化と数値積分から成る。 
 通常用いられる離散化の手法は、ある条件
の下で離散化幅に対する誤差の減少のオー
ダーが 1 であるような弱近似(「1 次の弱近
似」)となる Euler—丸山法である。 
  楠岡の提案した高次弱近似手法 ([1])を
Lyons と Victoir が[4]において自由 Lie 代数
の概念を用いて発展させ、Wiener 空間上の
cubature formula という理論を確立した。そ
の結果を受けて[1]を自由Lie代数によって更
に発展させたものが[2]である。[7]においてこ
の高次弱近似法は初めてファイナンス の問
題に適用された。そこでの近似の実行にあた
っては離散型確率変数が用いられた。また扱
われたモデルは 1 次元ブラウ運動を持つもの
のみであった。 
  研究代表者は[5]においてこれを非可換な
ベクトル場
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を持つファイナンスの問
題へ適用した。離散型確率変数を用いるこの
実行方法では、高速計算手法(QMC)の適用が
できない。そこでは tree-based branching 
algorithm を 適 用 す る こ と に よ り
Monte-Carlo 法の高速化に成功した。ここで
取り上げたモデルではブラウン運動が 2 次元
であったが、楠岡近似の構成の為には膨大な
量の記号計算が発生した。つまり、この方法
で、より一般的な問題にアプローチするのに
は実用上大きな障害があると考えられた。 
  [8]において二宮(祥一)—Victoir によって
楠岡近似に対する新しい 2 次の弱近似の実行
方法(NV アルゴリズム)が提案された。このア
ルゴリズムは実際に 2 次元ブラウン運動を持
ちベクトル場が非可換なファイナンスの問
題に適用され、計算時間の劇的な高速化に成
功した。 
  研究代表者は[7]においてこの NV アルゴ
リズムを含むような一般的なアルゴリズム
の族が高次弱近似を与えることを示し、同時
にこの族に含まれる NV アルゴリズムとは異
なる新しい 2 次の弱近似のアルゴリズム(NN
アルゴリズム)を提案した。このアルゴリズム
を実際に NV アルゴリズムの適用例と同じフ
ァイナンスの問題に適用したところ計算速
度は更に向上した。 
  NV アルゴリズムと NN アルゴリズムは、
自由 Lie 代数の組に値を取るような Gauss
型確率変数で、それらの積分曲線を繋ぎ合わ
せたものの期待値が高次の近似となってい
るようなものを構成するというものである。

このような確率変数が構成されればその抜
き出しは常微分方程式の積分曲線を繋ぎ合
わせたものとなるので、常微分方程式に対す
る数値解法をそのまま適用することができ
るという点が重要である。NV アルゴリズム、
NN アルゴリズムは、更に外挿法と併わせて
3 次の弱近似を容易に実現できることも示さ
れる([3])。 
 NV アルゴリズム、NN アルゴリズムがファ
イナンスの問題に対して非常に有用である
ことは数値実験等により示されてきたが、実
務の場に於ける普及にあたっては本手法の
理論的な部分の分かり難さが普及の妨げと
なっているようである。 
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２．研究の目的 
(1) NN アルゴリズムは近似の次数を 2 に限
定した上で構築されたアルゴリズムである
が、近似のための確率変数の一般的な構成方
法についてはまだ何も知られていない。次数
と確率変数の構築の理論的な関係は非常に
複雑であるが、それが解明されればより高次
の楠岡近似のアルゴリズムが得られる可能
性があるため、研究代表者はその手掛りをつ
かみたいと考えた。 
 
(2) NN アルゴリズムでは、抜き出された常微
分方程式に対する数値解法として陽的
Runge—Kutta 法を用いている。また、NV
アルゴルズムにおいても、常微分方程式の解
が存在しない場合には同様である。しかしそ
の枠を広げ、陰的 Runge—Kutta 法が適用で
あることが示されれば、同じ次数に対しても
段階数が減らせるため、計算速度を更に上げ
られる可能性がある。 
 
(3) 楠岡近似の普及の遅れはその理論とアル
ゴリズムの複雑さが原因の 1 つと考えられる。
そこで、実務家や研究者が容易に楠岡近似を
用いたプログラムを組めるよう、ソフトウェ
アライブラリを公開し、ドキュメントを作成
する必要があると考えられる。 
  このライブラリの作成において重要なの
は、ライブラリを使用する側が、ライブラリ
をブラックボックスのように考えて使うこ
とができるようにすることである。具体的に
は、ベクトル場を C 言語の関数として書いて
与えるだけで計算が行われるようなものを
作ることが目標となる。 
 
(4) 楠岡近似の適用対象はいわゆるヨーロッ
パ型オプションと呼ばれるものであるが、実
務に於ては種々の経路依存型オプション(バ
リアー型やアメリカ型オプションなど)も重
要である。特にバリアー型オプションへの適
用が可能であることが示されれば実務的に
も大きなインパクトとなる。 
 
(5) NVアルゴリズムにおいて抜き出される常
微分方程式は 1 つ 1 つが非常に単純な形をし
ており、各常微分方程式に解が存在ることも
しばしばある。そのため、そのような常微分
方程式に対しては Runge—Kutta 法を用いずに
直接解の計算を行う。これは計算速度の高速
化の観点から大きなメリットと言える。 
  一方、NN アルゴリズムでは、もとのベクト
ル場から新たに構成した複雑な形をした常
微分方程式の計算を 2 回だけ行う。この常微
分方程式の複雑さから、解が存在する場合を
考慮せずにすべての問題に対して
Runge—Kutta 法を適用することを前提にソフ

トウェアライブラリを構築した(4. 研究成
果(3))が、対象とする確率微分方程式によっ
てはNNアルゴリズムにおいてもRunge—Kutta
法を経由せずに直接常微分方程式の解を用
いることができるものが存在する為(3.研究
の方法—(5)を見よ)、そのようなものに対し
ては効率的な計算方法を選択できるようラ
イブラリを改良する必要がある。 
 
３．研究の方法 
(1) 次数と確率変数の構築の一般的な関係
の解明については、NN アルゴリズムを構築し
た際にみた規則性をヒントに、分散共分散行
列の満たすべき条件式の冗長性を探すべく、
ベクトル場のもつ特徴を組み合わせていっ
た。 
 
(2) NV アルゴリズム、NN アルゴリズムにお
ける陽的 Runge—Kutta 法の適用可能性につい
ての証明は既に[6]で完成したが、その証明
を一般化することにより陰的 Runge—Kutta 法
の適用可能性を考えた。 
 
(3) NV アルゴリズムと NN アルゴリズムの実
務での普及と研究の活性化を目的とし、NV ア
ルゴリズム、NN アルゴリズム、
Euler—Maruyama 法(1 次の弱近似)の 3 種類の
計算が可能なソフトウェアライブラリを構
築し公開した。 
 
(4) killing function と呼ばれる、境界に
ヒットする確率を与える関数を用いること
により、本来の楠岡近似の適用対象外であっ
たバリアー型オプションへの楠岡近似の適
用を行った。 
 
(5) NN アルゴリズムを使用する際に、問題に
よっては速度返還によって、抜き出されるベ
クトル場のせきぶん が容易に得られる場合
があることが二宮(祥一)—久保らの研究で示
された([1])。これに対応できるよう、 ソフ
トウェアライブラリの中の、NN アルゴリズム
の部分に常微分方程式の解の設定ができる
領域を作った。 
 
[1] Syoiti Ninomiya. On the higher-order 
weak approximation of SDEs. The 3rd 
Workshop on numerical methods for solving 
the filtering problems and high order 
mathods for solving parabolic PDEs. Oxford 
University,2012. 
 
４．研究成果 
(1) NNアルゴリズムの確率変数の構築の際に
出てきた様々な規則性を下に、確率変数の分
散共分散行列の満たすべき条件式は大幅に
減らせることが分かったが、実際に次数を決



 

 

めれば直ちに確率変数の構成ができるとい
うレベルには至っていない。 
 
(2) NV アルゴリズム、NN アルゴリズムにお
いて、抜き出された常微分方程式を解く際に
用いる解法として, 陰的 Runge—Kutta 法の適
用が可能であることの証明は完成した。 
 
(3) 2 次の弱近似アルゴリズムである NV アル
ゴリズムと NN アルゴリズム、また 1 次の弱
近似手法である Euler—Maruyama 法の合計 3
種類の計算が可能なソフトウェアライブラ
リとドキュメントを公開した(5.主な発表論
文等 [その他] ホームページ等 参照)。 
 
(4) バリアー型オプションの数値実験から、
NV アルゴリズム、NN アルゴリズム共に計算
の高速化に大きく貢献していると思われる
結果が得られた([1])。 
 
(5) NN アルゴリズムにおいて、抜き出された
常 微 分 方 程 式 の 解 が 存 在 す る 場 合 は
Runge—Kutta 法を回避することで計算時間を
短縮するようライブラリの NN アルゴリズム
の部分を改良した。 
 
[1] Shigeo Kusuoka, Mariko Ninomiya, and  
Syoiti Ninomiya. Application of the 
Kusuoka approximation to barrier options. 
Preprint, 2012 
 
今後の展開 
(1) NN ア ル ゴ リ ズ ム に お い て 陰 的
Runge—Kutta 法を用いる数値実験を行い、証
明と共に発表したい。また、計算時間の短縮
が可能な場合は現在のソフトウェアライブ
ラリに陰的 Runge—Kutta 法を盛り込む必要が
ある。 
 
(2)現在公開しているソフトウェアライブラ
リは、研究者やプログラミングに精通した
(主に金融の)実務家向けのものとなってい
る。高次弱近似の適用は金融以外の様々な分
野において求められている為、本ライブラリ
の改良により貢献したい。 
 
(3)バリアー型オプションの数値計算で得ら
れた結果は、非常に高い精度での議論が必要
であるため、今後更にデータを集める必要が
ある。またベクトル場を変化させることで結
果がどの程度影響を受けるか、などの実験も
加えていく必要がある。 
 
(4)NN ア ル ゴ リ ズ ム を 用 い る 際 に
Runge—Kutta 法の経由の設定が変えられるよ
う改良したライブラリを公開すると同時に、
実際にそのような問題に対して数値実験を

行い発表したい。 
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