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研究成果の概要（和文）： 
シンプレクティックフェルミオン型とよばれる半単純ではない頂点作用素代数の既約表現
の間の交絡作用素とよばれるもののつくるベクトル空間の次元を決定した. さらに, この
頂点作用素代数のスーパー版に関する考察を行い, 既約でない加群の間の対数的交絡作用
素と呼ばれるものの空間を決定し, 一部の表現のテンソル積を計算した. 
 
研究成果の概要（英文）： 
We determine the dimensions of the spaces of intertwining operators among irreducible 
modules for the vertex operator algebra arising from symplectic fermions. We also 
determine the dimensions of the spaces of logarithmic intertwining operators among 
indecomposable modules for the vertex operator superalgebra arising from symplectic 
fermions. By using this result we calculated tensor products of some indecomposable 
modules. 
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１．研究開始当初の背景 
頂点作用素代数は共形場理論を数学的に公
理化した代数系の一つで, 数理物理学のみな
らず, 有限単純群, モジュラー形式, モノイ
ダル圏などの数学的対象と密接なかかわり
のあるものである.  
 
本研究で取り扱う交絡作用素は, 頂点作用素
代数の表現の間に定義される「積」のような
ものであり, ムーンシャイン加群の構成に用
いられたオービフォールド構成法や表現の
テンソル積の理論などの重要な研究で用い
られる対象である. 共形場理論の立場からは, 
射影直線上の 3 点共形ブロックに対応する. 
頂点作用素代数の表現論において, 既約表現

の分類などと並んで 交絡作用素の空間の決
定は基本的な問題である. 
 
本研究の開始より少し前から表現の圏が半
単純とならない頂点作用素代数(非有理的と
よばれる)の研究が活発になってきている. 
代表者は, 非有理的な頂点作用素代数におい
て, 共形場理論との対応から対数項をもつよ
うな交絡作用素を考えることが自然である
ことを示した. しかし, 非有理的な頂点作用
素代数の例が多く知られていたわけではな
く, 対数的な交絡作用素が実際に構成された
例はあまり多くなかった.  
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２．研究の目的 
上述の背景をもとに, 本研究では非有理的な
頂点作用素代数の表現の間の対数的な交絡
作用素を構成し, その空間の次元を求めるこ
とを目的とする研究を行った. 具体的には 
シンプレクティックフェルミオン頂点作用
素代数の既約表現の間の交絡作用素の空間
の次元の決定し, さらにその表現の間の対数
的交絡作用素の構成と, その次元の決定を主
な目的とした. 
 
シンプレクティックフェルミオン頂点作用
素代数は 2007 年に安部利之氏により数学的
に構成され, その既約表現が分類された. さ
らに安部氏はこの頂点作用素代数の既約で
はないが直既約な表現を構成し, この頂点作
用素代数が有理的でないことを示している. 
この頂点作用素代数は研究開始当初に数学
的に構成されていた非有理的な頂点作用素
代数の数少ない一つであり, 直既約加群が構
成されているという点でも非常によく調べ
られている代数であった. しかし, 基本的な
問題である既約表現の間の交絡作用素の決
定が行われていなかった. そこでまず, 既約
表現の間の交絡作用素を決定することを目
標とし, その結果で得られた知見を用いて直
既約加群の間の対数的交絡作用素を考察す
ることとした. 
 
３．研究の方法 
研究目標を達成するために, 以下のステッ
プで研究を行った. 
(1) 既約表現の Frenkel-Zhu両側加群を計算

することで, 交絡作用素の空間の次元
を上から抑える. 

(2) 上限が 0とならない既約表現の組の交絡
作用素を構成する. 

 
以上によりシンプレクティックフェルミオ
ン頂点作用素代数の既約表現の間の交絡作
用素の空間を決定する. 
 
また, 対数的交絡作用素については, 当初
の予定では, 高次 Frenkel-Zhu両側加群を用
いて研究する予定であったが, シンプレク
ティックフェルミオン頂点作用素代数があ
る頂点作用素超代数の偶部分であることに
着目して, まずその頂点作用素超代数の交
絡作用素を調べる方法に切り替えた, すな
わち, 
 
(3) 対応する頂点作用素超代数の直既約表

現の間の交絡作用素を構成する. 超代
数の表現を頂点作用素代数の加群に制
限することにより, 対数的交絡作用素
を構成する. 

 

以下各ステップに関する説明を行う. 
 
(1) 頂点作用素代数の表現の交絡作用素に

関する研究として, Frenkel-Zhuにより, 
頂点作用素代数の Zhu代数の両側加群と
して, Frenkel-Zhu両側加群が導入され
ている. この両側加群は, 頂点作用素
代数の表現をある部分空間で割ったも
のある. Frenkel-Zhuは Frenkel-Zhu両
側加群を用いて, 交絡作用素の空間の
次元の上限を見つける方法を提案した. 
この方法を使う上では, Frenkel-Zhu両
側加群の加群としての生成元を求める
ことが本質的である. 

(2) 頂点作用素代数の表現の構造を与える
作用を用いれば, 頂点作用素代数自体
を表現として含むような組の交絡作用
素はつねに一つは存在する. また, シ
ンプレクティックフェルミオン頂点作
用素代数は, 偶数次元のベクトル空間
に付随して得られるものであるが, 高
い次元のベクトル空間から得られる代
数およびその表現は, 次元が 2のベクト
ル空間から得られる代数のテンソル積
で得られる代数とその表現となってい
る. この事実を用いることで, もっと
も簡単な 2次元のベクトル空間から得ら
れる代数の場合に, 交絡作用素を決定
し, それらのテンソル積で得られる代
数としての構造を用いれば, 交絡作用
素に関する, Abe-Dong-Li の結果を用い
ることで, すべての交絡作用素の空間
の次元が得られる. 

 
また, 対数的交絡作用素の場合は以下のよ
うに研究を進めた. 
 
(3) 対応する頂点作用素超代数の直既約表

現ではその特異ベクトルの空間が最低
ウエイトの空間と一致している. これ
は外積代数と同型である. そこで, 外
積代数から加群の間の作用素を構成し, 
そこから表現全体の作用素へ誘導する, 
という手順で交絡作用素を構成する. 
また, 頂点作用代数へ制限する上で, 
超代数の自然な位数 2の自己同型に付随
する捩じれ加群を考察することが必要
になる. 捩じれ加群に対しても交絡作
用素の概念が定義されており, 通常の
表現の場合の類似を考える. これらの
結果の偶部分への制限を考える. また
超代数に関しても, 2 次元のベクトル空
間から得られる超代数を初めに考察し, 
そのテンソル積でえられる代数とその
表現を用いることにより, 目的を達成
する. 

 



 

 

４．研究成果 
 
(1) シンプレクティックフェルミオン頂点

作用素代数の既約表現の間の交絡作用
素の空間の次元について. 

 
まず, 初年度は研究方法の(1)および(2)を
解決するための研究を行った. (1)では, 基
になるベクトル空間の次元が 2の代数および
その表現に関して, 次数に関する帰納な方
法により, すべての既約加群においてその
最低次数の空間により Frenkel-Zhu両側加群
が生成されることを示した. この結果を用
いて, 次元の上限を計算すると, 上限は 0も
しくは 1 であり, (2)で挙げたような組以外
はすべて 0になることを証明した. この結果
をわかりやすく表示するため, フュージョ
ン代数と呼ばれる既約表現に対応する基底
をもつ自由加群に, 積の基底への分解を交
絡作用素の空間の次元を用いて定義される
結合代数が整数感情の Z_2×Z_2 の群環と同
型になることを示した.  
 
この結果は, 安部利之氏との共著論文とし
て, Journal of Algebra に発表された. 
 
(2) シンプレクティックフェルミオン頂点

作用素超代数の表現の間の対数的交絡
作用素とその偶部分の対数的交絡作用
素 
 

超代数を考察するに当たり, 表現のテンソ
ル積の理論などと見比べると, これまで知
られていた超代数の表現の圏および交絡作
用素の概念がシンプレクティックフェルミ
オンの場合には不都合が多く生まれること
を観察した. さまざまな具体例では頂点作
用素超代数はある作用素に関する固有値が
半整数の固有空間分解をもち, 奇部分は
1/2+整数の固有値を持っている. これによ
り, 表現の圏における Z_2による次数付けを
あまり考えに入れる必要がなかった. しか
し, シンプレクティックフェルミオンにお
いては奇部分も整数で次数付されており, 
表現の圏において, Z_2 による次数のつけ方
には自由度があるため, あらかじめ指定し
なければならない. これに伴って, 交絡作
用素においても, パリティによる補正を考
える必要がある. これらの一般論を展開し, 
Abe-Dong-Li の代数のテンソル積と交絡作用
素の関係の超代数版を考え, 超代数のテン
ソル積と, それぞれの因子の表現の交絡作
用素の空間のテンソル積が同型であること
を証明した. これらの結果を捩じれ加群に
対しても拡張した. 
 
以上の内容は, 安部利之氏との共同研究と

して原稿を準備中である. 
 
つづいて, シンプレクティックフェルミオ
ン頂点作用素超代数に関する考察をおこな
った. まず, この代数の表現および自然な 
自己同型に付随する捩じれ加群の圏を考察
し, それぞれの射影的対象を決定した. こ
のとき, 捩じれ加群の圏は既約なものが 2つ
(集合としては同じだが Z_2 次数付が異なる
もの)半単純圏となることを示した. 
 
次に, 2 次元ベクトル空間の外積代数から表
現や捩じれ加群の間の線形写像を係数に持
つ半交絡作用素と呼ばれるものを導入し, 
半交絡作用素の空間と, 対数的交絡作用素
の空間の間の同型写像を構成した. さらに, 
表現の圏および捩じれ加群の圏の射影的対
象たちの組の間の半交絡作用素を構成し, 
上の同型写像を用いることで, 対数的交絡
作用素を構成した. これにより, 2 次元ベク
トル空間に付随するシンプレクティックフ
ェルミオン頂点作用素超代数の射影的な表
現や捩じれ加群に対する交絡作用素がすべ
て決定され, 準備した一般論を用いると偶
数次元のベクトル空間に付随する超代数す
べてに関して, 対数的交絡作用素の空間の
次元が得られたことになる.  
 
さらに, 宮本雅彦氏による頂点作用素代数
の表現のテンソル積の対数的交絡作用素を
用いて定義する理論の類似を超代数におい
ても導入した. これと対数的交絡作用素の
計算結果を用いることで, 直既約な射影的
対象のテンソル積の直既約分解を計算し, 
射影的なもの同士のテンソル積が射影的と
なることを確認した. 
 
この内容も, 安部利之氏との共著として原
稿を準備中である. 
 
本研究の目標であった, シンプレクティッ
クフェルミオン型の頂点作用素代数の対数
的交絡作用素の構成は研究期間中には果た
せなかった.  現在, 今回得られた知見をも
とに, より一般的な視点に立った, 頂点作
用素超代数の表現論および偶部分から得ら
れる頂点作用素代数の表現論の関係(ある条
件下での圏同値および交絡作用素の対応)に
ついての考察を進めている. 
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