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研究成果の概要（和文）：代数体のガロア表現に付属するアルティンのＬ関数の先頭項の明示式の証明は未解決問題で
あり、スターク予想と呼ばれている。
本研究の目的は、このスターク予想及び関連する諸問題に対し、"新たな手法"で解決を目指すことであった。すなわち
、スターク単数、CM 周期、多重ガンマ関数、およびこれらの p 進類似を同時に用いる手法である。これまで、これら
の概念の一つ一つや、二つの関係性などはよく調べられてきた。近年申請者は、これら全てを同時に扱うことで、有理
数体上のスターク予想の別解が与えられることを確かめた。さらに一般化を目指し、いくつかの部分的な結果を得た。
これらを論文にまとめ、現在投稿中である。

研究成果の概要（英文）：The Artin L-functions are meromorphic functions associated with Galois 
representations of number fields. Stark's conjecture states an explicit formula for the leading terms of 
the Taylor expansions of the Artin L-functions.
The purpose of my research is to study Stark's conjecture by a new method. That is, by using Stark units, 
CM-periods, the multiple gamma function, and their p-adic analogues simultaneously, we tried to solve 
this problem. Each of them, or, the relation between two of them has been studied well so far. Recently, 
we provided an alternative proof of Stark's conjecture when the base field is the rational number field. 
Moreover we obtained some partial results concerning its generalization and submitted some papers.
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１．研究開始当初の背景 
 
様々なＬ関数の先頭項の明示式の証明は、数
論における中心的命題の一つである。とくに、
代数体のガロア表現に付随するアルティン
のＬ関数に関するものは未解決問題であり、
スターク予想と呼ばれている。スターク予想
と関連する問題には長らく大きな進展がな
い状態であったが、研究開始当初には、国内
外の研究者 (Dasgupta-Darmon-Pollack, 
Mazur-Rubin, 吉田敬之, 広瀬稔-佐藤信夫, 
および報告者等) によっていくつかの成果が
上がっていた。いずれも決定的解決には至っ
ていないが、この問題に取り組む上で、新た
な手法のアイデアを提供していた。とくに、
報告者は吉田氏との共同研究期間中に得ら
れた部分的な結果から、スターク予想を解決
するには、CM周期と多重ガンマ関数のよう
な古典的な道具だけでなく、これらのｐ進類
似と呼ばれる新しい道具を、同時的に用いる
ことが必要なのではないかと考えていた。 
 
２．研究の目的 
 
報告者は、本研究の開始前に吉田氏との共同
研究を行い、多重ガンマ関数と CM周期の関
係や、そのｐ進類似の研究を行った。スター
ク予想の特別な場合は、多重ガンマ関数の特
殊値の性質に帰着されることから、この共同
研究はスターク予想への応用を含んでいた。
とくに後者は、結果的に「スターク予想のｐ
進類似＝グロス予想」の精密化を与えること
となった。その後報告者は、スターク予想を
多重ガンマ関数だけでなく、CM周期とその
ｐ進類似という「幾何的な不変量」の性質に
帰着することができることを発見した。これ
らの研究を通して、スターク予想の根本的解
決には、CM モチーフと呼ばれる幾何的対象
を含めた新しい理論が必要であることが見
えてきた。さらに、スターク予想に対する新
しい道具立てとするべく、(ｐ進) Ｌ関数と
(ｐ進) CM周期に関する理論の構築を研究目
的としていた。 
 
３．研究の方法 
本研究の特色の一つは、複素数体上の理論
（Ｌ関数の特殊値や微分値、CM周期、およ
び多重ガンマ関数等）と、ｐ進体上の理論（ｐ
進Ｌ関数の微分値、ｐ進周期、およびｐ進多
重ガンマ関数等）を並行して用いることにあ
る。複素数体上での研究は、スターク予想や
吉田予想などの検証のため、ヘッケのＬ関数
と呼ばれる解析的関数の微分値と、CM型の
周期積分と呼ばれる値の比較を行った。これ
らはすでに良く研究されている対象であり、
既存の理論の修得と、計算機による検証に多
くの時間を費やした。また、広瀬稔氏と佐藤
信夫氏による「ヘッケのＬ関数の多変数解釈
とその方向微分」に関する理論など、同分野
における昨今の発展も、自身の研究に吸収で

きるよう努めた。 
一方でｐ進体上の理論は現在発展途上であ
るため、計算等よりむしろ新しい理論の取り
込み、または開拓を目指した。具体的には岩
澤理論、肥田理論、Darmon-Dasgupta のｐ進
積分論など、ｐ進独特の理論の修得と、自身
の研究への取り込みを試みた。 
最終的には、複素数体上やｐ進体上での結果
を元に、諸理論を統合するような理論の完成
を目指しているが、その実証例として、諸道
具がそろっている「有理数体上のスターク予
想」に関し、新しい理論から古典的な結果が
復元できるかを確かめた。 
さらに、スターク予想に関する自他の研究成
果を確認する意味も込めて、平成２４年度に
は「スターク予想」をテーマとして、研究集
会「第２０回整数論サマースクール」を企画
した。 
 
４．研究成果 
 
本研究のテーマは「Ｌ関数と周期の関係及び
関連する数論的諸問題」であり、これはＬ関
数の特殊値（または微分値）と、周期と呼ば
れる数論的な不変量との関係を明らかにす
ることを目的としている。報告者は平成２２
年度までに吉田敬之氏と共同研究を行い、ス
ターク予想やそのｐ進類似であるグロス予
想の部分的解決、および問題の精密化を行っ
てきた。この研究を通して、問題の根本的解
決にはＣＭモチーフと呼ばれる幾何的対象
に関する理論が必要であると考えていた。 
今回の研究期間における研究成果は下記の
通りである。 
 
（１）ＣＭモチーフの簡単な場合は「フェル
マー曲線」と呼ばれる代数曲線で表すことが
できる。このフェルマー曲線上の計算により、
円単数やガウス和と言った数論において基
本的な不変量の性質を導けることを発見し
た。この結果、基礎体が有理数体の場合のス
ターク予想の部分的な別証明を与えること
ができた。スターク予想は、基礎体が有理数
体の場合には、いくつかの特殊関数の間の関
数等式と、円単数の性質に帰着できることが
知られている。しかしこの解法は、有理数体
上での限定的なものであり、一般の総実体へ
の拡張が存在していない。一方で、今回用い
たフェルマー曲線上での理論（Rohrlich、
Coleman による）は、その一般化が、予想式
の形ではあるが与えられている（吉田敬之お
よび報告者）。今回与えた結果は、もともと
のスターク予想より弱いものであったが、今
後の一般化を期待できるという点で、意義の
ある結果であると考える。 
証明のポイントはＣＭ周期、ｐ進ＣＭ周期、
ガンマ関数、ｐ進ガンマ関数を同時に扱うこ
とで、これまでにはない良い性質をもつ不変
量（論文中では、ｐ進周期環に値をとるベー
タ関数と名付けている）を定義できたことに



ある。この結果は複数の研究集会で発表し、
現在、論文を投稿中である。 
 
（２）新谷公式および吉田敬之氏の「Ｘ-不
変量」の理論により、総実体上のスターク単
数は自然に「総実体の次数」個の不変量の積
へと分解できる。報告者は、これらのうち「総
実体の次数-1」個の不変量に対して代数性を
示せることを発見した。結果として、スター
ク単数の代数性は、残りの一個の不変量の代
数性に帰着できる。この結果は以下の応用を
含んでいる。吉田氏は任意の「志村氏の周期
記号」の超越数部分を、吉田氏の「Ｘ-不変
量」を用いて表す明示式を予想した。この式
を逆に解くためには「Ｘ-不変量」の間の非
自明な関係式を必要としていたが、今回の結
果がその非自明な関係式を与えている。結果
的に吉田氏の予想式は「スターク単数の代数
性」「志村氏のＣＭ周期の単項関係式」及び
「多重ガンマ関数の単項関係式」の三つが対
応していることを示唆している。一方でドリ
ーニュ予想により、志村氏の定義したＣＭ周
期は代数的ヘッケ指標に付随するモチーフ
のドラム同型の行列係数として言い換えら
れ、ＣＭ周期の単項関係式は、ＣＭモチーフ
の幾何的性質に言い換えられる。将来的には、
スターク単数の代数性（さらにはその他の性
質まで）が、ＣＭモチーフの幾何的性質に帰
着されることが期待できる。これらの結果は
現在プレプリントにまとめている。 
 
（３）スターク予想とその一般化をテーマと
した研究集会「第２０回整数論サマースクー
ル・Stark 予想」を企画し、開催した。また
その場において、一講演者としてスターク予
想の概説と、自身の研究成果を発表した。ま
た、これらの結果を報告集として出版した。 
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