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研究成果の概要（和文）：　統計多様体とは確率分布の集まり，すなわち統計モデルに則した幾何学構造を微分幾何学
の視点から定式化したものである．統計モデルのなす統計多様体について，可積分系，非可積分系の幾何学構造を考察
した．特に統計的推論で用いる推定関数を幾何学的な視点から考察することで，統計多様体の持つ自然な幾何学構造を
解明した．さらに確率変数の独立性や期待値などを幾何学の視点から一般化し，確率変数の期待値と統計多様体の一般
化した共形構造との関連などに関する結果を得た．

研究成果の概要（英文）：The notion of statistical manifold is a differential geometric formulation of a 
set of probability distributions. For statistical manifold structures for statistical models, geometric 
structures are studied from the viewpoints of integrable and non-integrable systems. In particular, 
natural statistical manifold structures of statistical models are elucidated using geometry of estimating 
functions. In addition, the notions of expectations and independences are generalized from the viewpoint 
of differential geometry, and relations between expectations of random variables and generalized 
conformal structures of statistical manifolds are elucidated.

研究分野： 幾何学
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１．研究開始当初の背景 
統計多様体とは，確率密度関数族に自然に

定まる幾何学構造を微分幾何学の立場から
一般的に定式化したものであり，Riemann 多
様体上の双対的なアファイン接続が主要な
役割を果たす．その基本は指数型分布族の統
計的推論の幾何学であり，尤度関数の最大化
手法が，ダイバージェンスの最小化と双対測
地線によって，明快に説明される． 
しかしながら，近年の複雑系科学や，隠れ

変数を伴う統計的推論などでは，そもそも独
立なデータの観測や，データからの尤度関数
の記述が不可能である．古典的な統計学を離
れた新しい統計手法が必要となり，それに伴
う新しい幾何学が現れる． 

 
(1). 複雑系科学や非平衡系物理学の発展か

ら Tsallis 統計学が導入された．この統
計学ではエスコート分布と呼ばれる確
率密度関数と，エスコート分布に関する
期待値である q-期待値が重要である．幾
何学的には，統計多様体の(－1)-共形同
値性と関係があることがわかっていた．
しかしながら，一般の確率密度関数のエ
スコート分布の性質など，未解決の多く
の問題が残っていた． 
 

(2). また，独立な観測が得られない疑似尤度
を用いた推定理論において，捩れを許す
統計多様体の幾何学が適用できること
が分かっていた．しかしながら，捩れを
許す統計多様体の幾何学そのものがほ
とんど解明されていなかった． 

 
２．研究の目的 
統計多様体の幾何学は，指数型分布族に自

然に入る幾何学をモデルとして発展してき
た．しかしながら，近年の複雑系科学に頻出
するベキ型分布族の幾何学を理解するため
には，統計多様体の一般化した共形構造や，
射影幾何学を出発点とする可積分系理論が
必要であると考えられる．また，隠れ変数を
持つ一般化線形モデルの推定理論には，非対
称な計量や，捩れを持つアファイン接続など，
不可積分系の幾何学が必要であると考えら
れる． 
本研究では，これらの統計多様体の幾何学

の解明を目指す．さらに，可積分幾何学と不
可積分幾何学の双方を同時に考えることに
より，それぞれの幾何学の汎用性，特殊性な
ども議論する． 
 
３．研究の方法 
(1). 研究の初年度に，具体的な統計モデルな

どを用いて多くの具体例を構成し，その
幾何学を検証する．その結果を参考に，
統計多様体の幾何学理論を構成する． 
 

(2). これまでの共同研究者である小原敦美
氏（大阪大学），逸見昌之氏（統計数理

研究所）らと連絡を取り，研究を遂行す
る．また，他分野で開催される研究会や
セミナーなどにも積極的に参加し，関連
分野の情報収集に努める．本研究は幾何
学を中心として，統計学や統計物理学な
ど複数の領域にまたがる内容である．そ
のため本研究遂行には，幾何学の研究者
のみならず，それら専門家らとの情報交
換，研究討論などが必要不可欠であると
考えている． 

 
(3). 本研究で取り上げる問題に関連した統

計データは，地震の頻度や株価，または
選挙の得票数などであり，非専門家でも
容易に入手ができる．必要に応じて実社
会の現象も参考にする． 

 
４．研究成果 
 統計モデルのなす統計多様体について，特
に推定関数の幾何学の視点から可積分系，非
可積分系の理論を統一的に議論することが
できた． 
 
(1). 統計モデル，すなわち確率密度関数族の

なす統計多様体について，推定関数の幾
何学の視点から理論を構築した．可積分
推定関数の場合には，統計モデルのなす
統計多様体と，それを誘導するダイバー
ジェンス関数との関連を解明した．非可
積分推定関数の場合には，捩れを許す統
計多様体と，それを誘導するプレ・コン
トラスト関数との関連を解明した． 
 

(2). q-指数型分布族をはじめとする，変形指
数型分布族の幾何学を考察し，変形指数
型分布族が異なる２種類の双対平坦構
造を持つことを示した．さらに変形代数
を用いて推定量の一般化やその幾何学
的特徴付け，確率変数の独立性や期待値
の修正などを行い，統計多様値の一般化
した共形構造との関連などを解明した． 
 

(3). 変形指数型分布族に対する変形代数の
概念を整理し，変形指数型分布族の標本
空間に対する変形代数構造と，関数空間
に対する変形代数構造を区別して与え
た．その結果，擬加法的微分などの演算
を定義して，変形指数関数が得られるた
めの条件を与えた． 
 

(4). 捩れを許す統計多様体の概念を拡張し，
疑似統計多様体を定義した．さらに，疑
似統計多様体の自明性の条件，すなわち
疑似統計多様が通常の統計多様体の変
形として得られる条件を与えた．また，
疑似統計多様体の幾何学とアファイン
分布との関連を考察した． 
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