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研究成果の概要（和文）：測度距離空間のリッチ曲率の下限にあたる概念である曲率次元条件を2通りに変形したもの
を考え，その性質を明らかにした．変形の1つは次元の上限と解釈されるパラメータを負にするもので，従来の曲率次
元条件よりも弱い条件となり，より広い空間に適用できる．
また，フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲率を用いたBochner公式を確立し，その応用として熱流の勾配評価やChe
eger-Gromollの分解定理の一般化を得た．

研究成果の概要（英文）：We consider two generalizations of the curvature-dimension condition, which is a 
notion of a lower Ricci curvature bound for metric measure spaces. One generalization is to make the 
parameter regarded as an “upper bound of the dimension” being negative. Then the condition is getting 
weaker and covers a wider class of spaces.
We also establish the Bochner formula for Finsler manifolds by using the weighted Ricci curvature. As 
applications, we obtain some gradient estimates for heat flow, and a generalization of Cheeger-Gromoll’s 
classical splitting theorem.

研究分野： 微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
本研究が始まった 2011 年当時は，Sturm 
(2006) や Lott-Villani (2009) などによる測
度距離空間の曲率次元条件と熱流の研究が
進む中で，特に空間がリーマン的であること
をどう捉えるか，また有限次元の曲率次元条
件を熱流の解析にどう活用するかが重要な
課題とされていた．一方，曲率次元条件を満
たすリーマン的でない空間であるフィンス
ラー多様体では，重みつきリッチ曲率を用い
たより豊かな幾何や解析の可能性が探られ
ていた．以下，それらについて詳しく説明す
る．尚，[＊]は「5．主な発表論文等」[雑誌
論文] からの引用である． 
 
(1) 距離空間上の確率測度のなす空間に，底
空間の距離関数を用いて自然な距離構造
（ Wasserstein 距離）を入れたもの を
Wasserstein 空間と呼ぶ．測度距離空間の曲
率次元条件 CD(K,N)は，N に応じて決まるエ
ントロピー（Wasserstein 空間上の関数）が
Kに応じて決まる凸性の不等式を満たすこと
として定義される．ここで N は次元の上限，
K はリッチ曲率の下限と解釈され，実際にリ
ーマン多様体とリーマン体積測度の組に対
しては，CD(K,N)は次元が N 以下，リッチ曲
率が K 以上であることと同値である．より一
般に，体積測度に重みをつけた状況（重みつ
きリーマン多様体）では，CD(K,N)は重みつ
きリッチ曲率 RicN が K 以上であることと同
値である．CD(K,N)からは，Bishop-Gromov
体積比較定理や対数ソボレフ不等式のよう
な，多くの解析的，幾何学的性質が導かれる．
一方で，各接空間に（Minkowski）ノルムが
与えられた多様体であるフィンスラー多様
体とその上の測度の組に対しても，適切に定
義された重みつきリッチ曲率RicNについて，
RicN が K 以上であることと CD(K,N)が同値
であることが示された（Ohta (2009)）．これ
は曲率次元条件が広い空間に適用可能な汎
用性の高い性質であることを表し，同時にリ
ーマン多様体の極限のような空間を扱うに
は 弱 す ぎ る こ と も 意 味 す る ．
（Cheeger-Colding の研究により，リーマン
多様体の極限にフィンスラー多様体は現れ
ない．）そこで，曲率次元条件に何らかの付
加的条件を加えることで，フィンスラー多様
体を排除してより強い性質を導けるものに
するという方向性が議論されていた． 
 
(2) ユ ー ク リ ッ ド 空 間 に お け る
Jordan-Kinderlehrer-Otto (1998) の先駆的
研究により，熱流を Wasserstein 空間内の曲
線と見なすと，それは相対エントロピーの
（Wasserstein 距離についての）勾配流と一
致することが知られている．このような熱流
の解釈はリーマン多様体（Ohta (2009) な
ど）や，断面曲率が下から押さえられた距離
空 間 で あ る Alexandrov 空 間
（Gigli-Kuwada-Ohta [10]），またフィンス

ラー多様体（Ohta-Sturm (2009)）にも拡張
される．CD(K,∞)は相対エントロピーの K
凸性として定義されるため，この勾配流とし
ての解釈を通して熱流とリッチ曲率の深い
つながりが理解できる．CD(K,∞)を満たすリ
ーマン的な空間では熱流のWasserstein距離
についての広がり方が K を用いて評価でき
る（K 収縮性，フィンスラー多様体では
Ohta-Sturm [11] により成り立たない）．一
方で，より強い有限の N での CD(K,N)は相
対エントロピーとは異なるエントロピーを
用いて定義されるため，CD(K,N)の下で熱流
の振る舞いについてどのようなことが言え
るかは，リーマン多様体の場合でもよくわか
っていなかった． 
 
(3) (1)で述べたように，フィンスラー多様体
の重みつきリッチ曲率を下から押さえるこ
とは曲率次元条件と同値である．これにより
曲率次元条件の一般論から様々な応用が得
られるが，Ohta (2009) により導入されたフ
ィンスラー多様体の重みつきリッチ曲率の
研究はまだ始まったばかりであり，曲率次元
条件の一般論を越えて何が得られるかは明
らかでなかった． 
 
２．研究の目的 
上で述べた状況の中，本研究の当初の目的は，
大きく分けて 
 
(1) 測度距離空間の曲率次元条件の研究を更
に進め，またそれを Alexandrov 空間やリー
マン多様体の極限空間などの研究に活用す
ること， 
 
(2) フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲
率に関する研究，特に Bochner 不等式の確立
とその解析的，幾何学的応用， 
 
の 2 つであった．また，この双方に関連する
こととして， 
 
(3) 凸関数の勾配流の研究 
 
も視野に入れていた．上で述べたように，曲
率次元条件を満たす空間の熱流は勾配流と
見なせ，その研究で勾配流の理論は重要な役
割を果たしている．一方，フィンスラー多様
体上の凸関数の勾配流については殆ど研究
がなく，特に定量的な評価は何も知られてい
なかった（これは現在でも重要な未解決問題
である）．これらについて研究し，上の(1)や
(2)の研究に応用することも，本研究の目的の
1 つであった． 
 
３．研究の方法 
研究開始当初から研究が進展していく中で
実際に行った研究の方法を，「研究の目的」
と同様に 3 つに分けて述べる． 
 



(1)「1．研究開始当初の背景」(1)で述べた曲
率次元条件をリーマン的なものに強化する
研究については，  Ambrosio-Gigli-Savare 
(2011) が曲率次元条件 CD(K,∞)と熱流の線
形性を組み合わせたリーマン的曲率次元条
件 RCD(K, ∞ ) を 導 入 し ， そ の 後 の
Erbar-Kuwada-Sturm (2013) の有限次元版
（RCD(K,N)）の導入などにより一気に研究
が進んだ．現在までに，Gigli (2013) による
Cheeger-Gromoll 型 の 分 解 定 理 ，
Mondino-Naber (2014) による構造定理など
の重要な進展が次々と得られている．そこで
本研究では，曲率次元条件の定義そのものに
着目し，エントロピーを変えることで従来の
重みつきリッチ曲率の下限とは異なる条件
を導入，研究した． 
 また，「1．研究開始当初の背景」(2)で述べ
た有限次元の曲率次元条件の下での熱流の
振 る 舞 い に つ い て は ， 上 で 述 べ た
Erbar-Kuwada-Sturm の研究により収縮性
と勾配評価が得られた．そこでは関数の
(K,N)-凸性という性質が導入され，相対エン
トロピーにそれを適用することで熱流の解
析が行われた．彼らの研究では N は正の実数
としていたが，これを負の値にしても興味深
い理論が展開できることに気づき，それを勾
配流や曲率次元条件と結びつけて研究を行
った． 
 
(2) フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲
率については，Sturm との共同研究で
Bochner 公式を確立し，それを用いて熱流の
勾配評価などの解析的研究，分解定理などの
幾何学的研究を行った． 
 
(3) 勾配流については，共同研究者の Palfia
の最適制御理論に基づくアイディアにより，
曲率が下から押さえられた Alexandrov 空間
などで弱凸関数の離散的な勾配流の研究を
行った．曲率を下から押さえた状況では，連
続な勾配流の研究は進んでいる一方で離散
的な勾配流の研究には困難な点があったが，
離散的な勾配流の構成方法を再考すること
でそれを克服した．また，曲率が正数で上か
ら押さえられた空間も考え，非正曲率空間で
知られている大数の法則などの拡張を目指
した． 
 
４．研究成果 
本研究で得られた主な成果を，曲率次元条件
の一般化に関するもの，フィンスラー多様体
の重みつきリッチ曲率に関するもの，勾配流
に関するものの 3 つに大きく分けて述べる． 
 
(1) 曲率次元条件の一般化については，まず
高津飛鳥氏との共同研究（[9],[14]）において，
相対エントロピーを他のエントロピーに変
えたときに，その凸性がどのように特徴づけ
られ，どのような応用が得られるかを調べた．
相対エントロピーは統計力学や情報理論で

基本的な役割を果たすボルツマン・シャノ
ン・ギブス・エントロピーの符号を逆にした
ものである．相対エントロピーは相互作用の
ない系を解析するのに有用なものだが，近年
相互作用のあるより複雑な系を解析する方
法として，Renyi-Tsallis エントロピーの研究
が発展している．そこでこの Renyi-Tsallis
エントロピーを含むエントロピーの族の凸
性を考え，曲率次元条件との違いや共通点を
調べた．このエントロピーは重みつきリーマ
ン（またはフィンスラー）多様体に更に重み
を乗せたものに対して定義される．エントロ
ピーの凸性は底空間である重みつきリーマ
ン多様体の重みつきリッチ曲率の下限と，そ
の上の重み関数の凸性の組み合わせで特徴
づけられる．また，エントロピーの凸性から
対数ソボレフ不等式を変形したものや，多項
式オーダーの測度の集中などが得られ，エン
トロピーのWasserstein空間での勾配流は多
孔質媒質流を含む偏微分方程式の弱解と一
致する． 
 上の研究で一般化したエントロピーの凸
性を特徴づける際に，エントロピーに応じて
重みつきリッチ曲率RicNのNの値が変わり，
N が負の値を取ることもあった．N が負の
RicN が考えられたのはこれが初めてと見ら
れる．[2]ではこれを発展させ，N が負の曲率
次元条件 CD(K,N)を導入した．この場合でも
CD(K,N)は RicN が K 以上であることと同値
であり，Brunn-Minkowski 不等式や対数ソ
ボレフ不等式などが得られる．N が次元の上
限であるという解釈からは N が負の状況は
不自然に思われるかもしれないが，ユークリ
ッド空間上の凸幾何では対応する研究が既
にある．[2]と同時期に E. Milman も N が負
の RicN を独立に導入し，等周不等式の研究
などを行っている． 
 
(2) フィンスラー多様体の重みつきリッチ曲
率に関しては，まず Karl-Theodor Sturm 氏
との共同研究（[6]）で Bochner 公式を確立
し，その応用として Bakry-Emery 型の勾配
評価と Li-Yau 型の勾配評価及び Harnack 不
等式を得た．Bochner 公式は幾何解析で最も
重要な等式の 1 つであり，既に様々な応用が
なされている．その 1 つとして，[3]では
Cheeger-Gromoll 型の分解定理をフィンス
ラー多様体に拡張した．具体的には，重みつ
きリッチ曲率 RicN が非負であるフィンスラ
ー多様体が実数直線の（大域的な）等長埋め
込みを許容するとき，その多様体は 1 次元低
い多様体と実数直線の直積に同相になる．こ
の同相写像は測度も保つ．ノルム空間を考え
ればわかるように，フィンスラー多様体では
距離は直積に分解されない．しかし，特別な
フィンスラー多様体である Berwald 空間で
は，実数直線の方向にずらす 1 パラメータ変
換群が等長写像からなることを示した．一般
のフィンスラー多様体で同様の性質が成り
立つかは未解決である． 



 この他に，ヒルベルト幾何，Funk 幾何と
呼ばれる重要な負曲率フィンスラー多様体
の重みつきリッチ曲率の具体的な計算（[8]），
フィンスラー多様体の一般化としてのハミ
ルトン系のリッチ曲率や熱流の研究（[4]）も
行った． 
 
(3) 最後に勾配流については，Miklos Palfia
氏との共同研究（[1]）で曲率が上または下か
ら押さえられた距離空間上の弱凸関数の離
散的な勾配流を調べた．離散的な勾配流は非
正曲率空間（CAT(0)空間）ではよく調べられ
ているが，断面曲率を下から押さえた空間
（Alexandrov 空間）での研究は行われてい
なかった．[1]では，CAT(0)空間の場合とは
異なる方法で離散的な勾配流を構成し，その
性質を調べた．また，Sturm (2003) による
CAT(0)空間での大数の法則を，曲率が正数で
上から押さえられた空間や曲率が下から押
さえられた空間に拡張した． 
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