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研究成果の概要（和文）：非可換幾何学の中心的な話題である，Baum-Connes予想の，非同変版と見なせる，粗Baum-Co
nnes予想について研究している．これまでに，相対双曲群と呼ばれる群のクラスに対して，放物部分群に適切な仮定を
設定した元で，同予想が成立することを証明した．さらに，距離空間の直積に良い境界を定義し，それを用いて，CAT(
0)群，相対双曲群，polycyclic群の有限個の直積に対しても同予想が成立することを示した．

研究成果の概要（英文）：The Baum-Connes conjecture is one of the main topic of noncommutative geometry. 
We study its non-equivariant version, the coarse Baum-Connes conjecture. We proved that relatively 
hyperbolic groups satisfy the conjecture, under appropriate assumptions on parabolic subgroups. We also 
constructed a boundary for product of metric spaces. As application, we proved that the product of 
CAT(0)-groups, relatively hyperbolic groups, and polycyclic groups satisfy the conjecture.

研究分野： coarse geometry, geometric group theory
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１．研究開始当初の背景 
 粗幾何学（coarse geometry）では，非コ
ンパクトな完備リーマン多様体や，語距離を
入れた有限生成な無限群などの非有界な距
離空間から，局所的な情報を捨て去り，「遠
くから眺めたときに見えてくる構造」，これ
を粗構造（coarsestructure）と呼ぶ，に着
目して研究する．非コンパクト完備リーマン
多様体上の Dirac 型作用素は，一般に
Fredholm 作用素には成らない為，整数に値を
取る Fredholm 指数を定義できない．そこで
Roe は Dirac 型作用素の「指数」を Roe 環と
呼ばれる C*環の K群として構成した．さらに
Roe は Higson とともに，Dirac 型作用素を粗
K ホモロジーのサイクルと見なし，その指数
を対応させる事により， Roe 代数の K群への
準同型写像を構成した． 
 これらはリーマン多様体とは限らない距
離空間に対して定義され，また距離空間の粗
構造にしか依らない．この準同型写像を，粗
組み立て写像（coarse assembly map）と呼
ぶ．さて，粗 Baum-Connes 予想とは次のよう
な主張である． 
 
粗 Baum-Connes 予想 
 「良い」距離空間 Yに対して，粗組み立て
写像は同型である． 

 
 粗組み立て写像は，正スカラー曲率を持つ
計量の非存在（Gromov-Lawson 予想）や，高
次符号数のホモトピー不変性（Novikov 予想）
への応用が有る．なお，この粗 Baum-Connes
予想は，非可換幾何学の中心的な話題である
Baum-Connes 予想の非同変版と見なせる． 
 
 Higson-Roe は，これまで Novikov 予想の研
究などで用いられてきた，境界を使った手法
を，粗幾何学の枠組みで再構成し，Gromov の
意味での双曲空間に対して，粗 Baum-Connes
予想が成立することを示した．その後様々な
研究が発展したが，G.Yu による，「Hilbert
空間への粗埋め込みが同予想を導く」という
結果以降，新しいクラスの空間に対して成立
が示されることがあまりなかった． 
 
２．研究の目的 
 粗 Baum-Connes 予想へのやや古典的と言
える，境界を用いた手法と，代数的位相幾何
学の道具を用いる手法を見つめ直し，新しい
クラスの空間に対して，同予想が成立するこ
とを示す． 
 
３．研究の方法 
 相対双曲群や，それらの直積に対して良い
境界を構成する．また，代数的位相幾何学の
道具を粗幾何学に移植する． 
 
４．研究成果 
 
  

最初の主要な結果は次の通りである． 
 G を有限生成群とし，P を有限個の有限生
成部分群から成る族とする．Gが P に関して
相対双曲群であるとする．このとき，P に属
する全ての部分群に対し， 
(i) 粗 Baum-Connes 予想が成立する． 
(ii) Proper 作用の分類空間を実現するよ

い単体複体が存在する． 
という条件を満たすとき，Gは粗 Baum-Connes
予想を満たすことを示した． 
 
また，上述の条件を満たす相対双曲群に対し，
粗 Baum-Connes 予想のコホモロジー版，すな
わち，stable Higson コロナと呼ばれる C*環
から粗コホモロジーへの写像（粗余組み立て
写像）が同型になることも示した．その際 ni 
必要とされた，粗コロモロジーの代数的位相
幾何学的な性質 
・ Mayer-Vietoris 型完全列 
・ 粗ホモトピー不変性 

を示した． 
 
 さらに，距離空間の直積空間に対し，良い
境界を構成し，それが適切な意味で可縮であ
ることを示した． 
応用として，上記の条件を満たす相対双曲群，
CAT(0)群，Polycyclic 群の有限個の直積群に
対しても粗Baum-Connes予想が成立すること
も示した．一般に CAT(0)群が Hilbert 空間に
埋め込めるか分かっておらず，また相対双曲
群と CAT(0)群の直積は相対双曲群にはなら
ないので，この結果はこれまで知られている
結果からは導くことができない． 
 
また，Busemann 非正曲率空間に関しては，
Bounded geometry という仮定の元では，粗
Baum-Connes 予 想 が 成 立 す る と が ，
Higson-Roe, Willetの研究により知られてい
たが，我々は Busemann 空間の幾何学を用い
て，この Bounded geometry という条件を外
しても，同予想が成立することを示した．ま
た，Bounded geometry という条件を満たさな
い測地的かつ Proper な Busemann 非正曲率空
間の簡単な例を構成した． 
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