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研究成果の概要（和文）：　2次元部分空間のなすグラスマン多様体上には、ある種のグラフを選ぶごとに完全可積分
系を構成できる。これをトーリック退化させることにより、ラグランジュトーラスファイバーに対するポテンシャル関
数を計算した。異なるグラフに対応するポテンシャル関数はある変数変換で結びついており、完全可積分系の像である
凸多面体たちはその“トロピカル化”で移りあっている。
　旗多様体上のGelfand-Cetlin系にはトーラスではないラグランジュファイバーが存在する。3次元完備旗多様体と4次
元ベクトル空間内の2次元部分空間全体のなすグラスマン多様体の場合に、非トーラスファイバーのFloerコホモロジー
を計算した。

研究成果の概要（英文）： We construct a completely integrable system on the Grassmannian of two-planes in 
an n-space associated with any trivalent tree with n leaves, and compute the potential function for its 
Lagrangian torus fiber by using its toric degeneration. The potential functions for different trees are 
related by a rational coordinate change, and the corresponding moment polytopes are related by its 
"tropicalization".
 The Gelfand-Cetlin system has non-torus Lagrangian fibers on some of the boundary strata of the moment 
polytope. We compute Floer cohomologies of such non-torus Lagrangian fibers in the cases of the 
three-dimensional full flag manifold and the Grassmannian of two-planes in a four-space.

研究分野：幾何学

キーワード： 完全可積分系　フレアー理論
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１．研究開始当初の背景 
完全可積分系とは、シンプレクティック多
様体上の関数の組で、一般の等位集合（ユー
クリッド空間への写像と見たときのファイ
バー）がラグランジュ部分多様体となるもの
のことを指すものとする。完全可積分系の一
般のコンパクトファイバーは必ずトーラス
になる（Arnold-Liouville の定理）。 
完全可積分系を考える動機の一つにミラ
ー対称性がある。ミラー対称性とは、ある多
様体上のシンプレクティック幾何と、もう一
つの多様体（ミラー対）上の複素幾何の双対
性のことである。一方が Fano 多様体とよば
れるクラスの空間の場合、そのミラー対は非
コンパクト多様体とその上の正則関数（スー
パーポテンシャル）の組となる。ミラー対称
性はラグランジュトーラスファイブレーシ
ョン（その特別な場合が完全可積分系）を通
して理解できると考えられている（SYZ 予想）
が、ほとんどの場合に特異ファイバーを持つ
ため、解決すべき問題は多い。 
完全可積分系の様子がよく分かる例の一
つにトーリック多様体のトーラス作用の運
動量写像がある。トーリック多様体上の様々
な量は運動量写像の像である凸多面体を用
いて組み合わせ論的に記述され、ミラー対称
性も非常に深いレベルで理解されている（深
谷-Oh-太田-小野）。 
一方、A 型の旗多様体（一般にトーリック
多様体ではない）には Gelfand-Cetlin 系と
よばれる完全可積分系が存在し、トーリック
多様体の場合とよく似た性質を持っている
ことが知られている。そこで、旗多様体のト
ーリック多様体への退化族を用いて
Gelfand-Cetlin 系から運動量写像への変形
（完全可積分系のトーリック退化）を構成し、
それを用いてポテンシャル関数とよばれる
Floer 理論的な量を計算した。これは代数ト
ーラス上の Laurent 多項式となり、旗多様体
のミラー対として知られているものに一致
している（西納-野原-植田）。 
 
２．研究の目的 
 上で述べたトーリック退化を用いて完全
可積分系を調べる方法は、より一般の場合に
も有効である。本研究では、表現論やゲージ
理論など他の分野とも深く関わる以下の場
合を中心に完全可積分系とその退化につい
て研究する。 
 旗多様体（特にグラスマン多様体）上の
Gelfand-Cetlin 系とは限らない完全可
積分系 

 多角形空間、すなわち 3次元ユークリッ
ド空間内の多角形のモジュライ空間上
の bending Hamiltonian 

 リーマン面上のベクトル束のモジュラ
イ空間上の Goldman 系 

 カラビ・ヤウ多様体（特に複素 2次元の
場合）上の特殊ラグランジュファイバー
束 

これらの完全可積分系のFloer理論的な性質
について調べるとともに、代数幾何や表現論、
ミラー対称性からの研究で得られている結
果との関係も明らかにすることを目指す。 
 
３．研究の方法 
 多様体をトーリック多様体などの完全可
積分系の構造がよく分かっている空間に退
化させることにより、元の空間上の完全可積
分系を考察する。特に、グラスマン多様体、
多角形空間、ベクトル束のモジュライ空間に
対しては以下の問題を考える。 
(1) 多角形空間は2次元部分空間のなすグラ
スマン多様体の商（シンプレクティック
簡約、もしくは GIT 商）として得られる
ため、多角形空間上の完全可積分系を用
いることでグラスマン多様体上に複数
の完全可積分系を構成することができ
る。異なる完全可積分系の間の関係と、
それぞれに対応するポテンシャル関数
（ミラー対）の変換則を調べる。 

(2) リーマン面上の放物的ベクトル束のモ
ジュライ空間は、放物的ウエイトとよば
れるパラメータを選ぶごとに定義され
る。リーマン面が射影直線（2次元球面）
で階数が 2のの場合には、このモジュラ
イ空間は3次元球面内の多角形のモジュ
ライ空間と同一視することができる（こ
のとき放物的ウエイトは多角形の辺の
長さに対応する）。特に放物的ウエイト
（すなわち辺の長さ）が十分小さい場合
には、この空間はユークリッド空間内の
多角形をパラメトライズする多角形空
間とよく似ていると考えられる。そこで、
ベクトル束のモジュライ空間上の
Goldman 系と多角形空間上の bending 
Hamiltonian の関係を明らかにすること
で、Goldman 系の幾何学を調べる。 

 
４．研究成果 
(1) Fano 多様体をトーリック多様体へ退化
させることにより、稠密な開集合上に完
全可積分系を構成できることを示した。
さらに、退化したトーリック多様体が
“良い”特異点のみを持っている場合に、
その完全可積分系に対するポテンシャ
ル関数の公式を与えた（西納武男氏、植
田一石氏との共同研究）。その例として、
種数2のリーマン面上の階数2のベクト
ル束のモジュライ空間の場合を計算し
た。 

(2) n 次元複素ベクトル空間内の 2 次元部分
空間のなすグラスマン多様体 Gr(2,n) 
のトーリック退化はある種のグラフと
一対一に対応することが知られている
（Speyer-Sturmfels）。一方、上で述べ
た Gr(2,n)上の完全可積分系たちも同じ
クラスのグラフから決まっており、対応
するトーリック退化でトーリック多様
体上の運動量写像に変形することがで



きる。これを用いて正則円盤の数え上げ
を行い、各完全可積分系に対するポテン
シャル関数を計算した。さらに、異なる
完全可積分系に対し、対応するポテンシ
ャル関数をつなぐ座標変換を構成し、そ
の“トロピカル化”として得られる区分
的線形写像が完全可積分系の像である
凸多面体たちを写し合うことを示した。
（植田一石氏との共同研究） 

(3) 射影直線上の階数2の放物的ベクトル束
のモジュライ空間は、放物的ウエイトの
取り方により異なる空間になる。そこで、
放物的ベクトル束のモジュライ空間の
構造と、放物的ウエイトが変化したとき
のモジュライ空間の“壁越え”の様子を
具体的に記述し、放物的ウエイトがある
程度小さい場合に多角形空間と同一視
できることを示した。さらにその場合に、
放物的ベクトル束のモジュライ空間上
の Goldman 系が多角形空間上の bending 
Hamiltonian たちと同一視できることも
証明した。この証明には quasi- 
Hamiltonian space （群値運動量写像）
の理論を用いており、以前の研究で与え
た証明より精密なものとなっている。 

(4) トーリック多様体の場合とは異なり、旗
多様体上の Gelfand-Cetlin 系はトーラ
スではないラグランジュ多様体をファ
イバーとして持っている。これらはトー
リック退化でつぶれてしまう部分であ
り、Gelfand-Cetlin 系に対するポテンシ
ャル関数からもこれらの情報を引き出
すことはできない。一方、旗多様体のミ
ラー対は単なる代数的トーラスではな
く、その部分コンパクト化を考える必要
があることが知られている。ここで付け
加えられるものに対応する旗多様体側
の対象が非トーラスファイバーである
と期待するのは自然なことだと思われ
る。そこで、3 次元旗多様体および 4 次
元、6 次元グラスマン多様体 Gr(2,4), 
Gr(2,5)の場合に、非トーラスラグラン
ジュファイバーのFloerコホモロジーを
計算し、それがミラー対称性の結果と整
合的であることを示した（植田一石氏と
の共同研究）。ラグランジュ部分多様体
に対するFloerコホモロジーは一般に具
体的な計算が困難であるため、この結果
はFloerコホモロジーの計算例としても
意義のあるものだと考えられる。 

 
(4)の非トーラスファイバーに対する
Floer コホモロジーの計算は当初の研究計画
にはなかったものであるが、トーリック多様
体以外のより一般の多様体上の完全可積分
系や、旗多様体のミラー対称性の理解のため
の重要な例となるため、この研究を優先する
こととした。 
 旗多様体のミラー対称性に関しては、代数
幾何や表現論など様々なアプローチからの

研究がある。Fano 多様体内のラグランジュト
ーラスのみから見える“ミラー対”は代数ト
ーラスとなり、トーリック多様体の場合はこ
れで正しいものが得られるが、旗多様体の場
合はその部分コンパクト化が必要になる。シ
ンプレクティック幾何でそれに対応すると
考えられる現象が、(2)のポテンシャル関数
の間の座標変換に関する結果や(4)の非トー
ラスファイバーに関する結果であると考え
られる。代数幾何や表現論からの結果をシン
プレクティック幾何から理解することが今
後の課題となる。 
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