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研究成果の概要（和文）：本研究課題ではCalabi-Yau多様体内の特殊Lagrange部分多様体に関する研究を行った．また
，関連する話題としてLagrange部分多様体のFloerホモロジーとHamilton体積最小性に関する研究および極小部分多様
体上の錐状特異点に関する研究を行った．
階数1のコンパクト型対称空間の余接束にはStenzelが構成した余等質性1の完備なRicci平坦Kahler計量が入る．このSt
enzel計量の対称性に着目し，運動量写像を用いた手法によって，球面の余接束内に余等質性1の特殊Lagrange部分多様
体を構成し，特異点の様子および無限遠での漸近挙動を観察した．

研究成果の概要（英文）：We studied special Lagrangian submanifolds in Calabi-Yau manifolds. Moreover we 
investigated Floer homology and Hamiltonian volume minimizing properties of Lagrangian submanifolds, and 
we also investigated conical singularities on minimal submanifolds.
The cotangent bundles of compact rank one symmetric spaces admit complete Ricci flat Kahler metrics of 
cohomogeneity one due to M. Stenzel. Using the symmetry of the Stenzel metric, we constructed 
cohomogeneity one special Lagrangian submanifolds in the cotangent bundle of the sphere by the moment map 
technique. Furthermore, we observed singularities and the asymptotic behavior of those special Lagrangian 
submanifolds.

研究分野： 微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
対称空間でない単連結な既約Riemann多様

体は，そのホロノミー群により 7種類に分類
され，特殊なホロノミー群として SU(n), 
Sp(n), Sp(n)・Sp(1), G2, Spin(7)の 5つが存
在する．特に，ホロノミー群が特殊ユニタリ
群 SU(n)の部分群になる Kahler 多様体をこ
こでは広い意味でCalabi-Yau多様体と呼ぶ．
Calabi-Yau 多 様 体 は Ricci 平 坦 な
Kahler-Einstein 多様体になることから，微
分幾何，代数幾何，複素幾何，シンプレクテ
ィック幾何，さらには数理物理とも深く関連
しており，様々な観点から研究が進められて
いる． 
Harvey と Lawson はキャリブレーションを

利用してホモロジー体積最小性をもつ部分
多様体を構成する方法を与え，特殊ホロノミ
ー群をもつ Riemann 多様体において，ホモロ
ジー類内で体積最小となる部分多様体の例
を数多く与えた．特に，複素 n 次元
Calabi-Yau 多様体の場合，複素体積形式の実
部をとるn次形式がキャリブレーションにな
り，これによってキャリブレートされる部分
多様体を特殊 Lagrange 部分多様体と呼ぶ．
複素 3 次元 Calabi-Yau 多様体のミラー対称
性に関する SYZ 予想により，理論物理との関
係が指摘されて以降，特殊 Lagrange 部分多
様体の研究が盛んに行われている．ここで重
要なことは，特殊 Lagrange ファイブレーシ
ョンには一般には特異点をもつファイバー
が現れるということである．このため特殊
Lagrange 部分多様体上に現れる特異点を理
解することが重要な課題となる． 
 
２．研究の目的 
 本研究課題では特殊ホロノミー群をもつ
Riemann 多様体のキャリブレート部分多様体
について研究を行った．特に，平坦とは限ら
ない Calabi-Yau 多様体内の特殊 Lagrange 部
分多様体を構成し，その幾何学的性質と特異
点の様子を調べることを目的とした． 
これまでの先行研究により，現在では特殊

Lagrange 部分多様体の例がある程度豊富に
得られている．たとえば，Harvey と Lawson
は Rn の austere 部分多様体の余法束が余接
束 T*Rn=Cn内の特殊 Lagrange 部分多様体に
なることを示した．後に，Joyce は運動量写
像や可積分系など様々な手法を用いて Cn 内
の特殊 Lagrange 部分多様体の例を数多く構
成した．また，Haskins は C3 内の特殊
Lagrange 錐について研究を行っている．しか
し，これまでの研究の多くは複素 Euclid 空
間 Cn内で行われていた．Cnは Calabi-Yau 多
様体の重要な例であると言えるが，平坦であ
り，そのホロノミー群は自明になる．本研究
課題ではホロノミー群が SU(n)と一致するよ
うな，Calabi-Yau 多様体において特殊
Lagrange 部分多様体の幾何学を研究するこ
とを目的とした．Calabi-Yau 多様体の複素体
積形式は U(1)を作用させても再び複素体積

形式になるので，特殊 Lagrange キャリブレ
ーションは S1 族で定義される．複素 Euclid
空間 Cnの場合は，この S1の位相が異なる 2
つのキャリブレーションがユニタリ群 U(n)
の作用で互いに移り合ってしまうので，位相
の違いは現れないが，一般の平坦でない
Calabi-Yau 多様体の場合には位相の違いが
関わってくることが本質的に異なる点であ
る． 
特殊ホロノミー群をもつRiemann多様体に

は他にも超 Kahler 多様体の特殊 Lagrange 部
分多様体，G2多様体の associative 部分多様
体および coassociative 部分多様体，Spin(7)
多様体の Caylay 部分多様体といったキャリ
ブレート部分多様体が考えられる．運動量写
像を用いる方法や余法束の方法などを用い
て，これらのキャリブレート部分多様体の幾
何学ついて研究を行うことを目的とした． 
 特殊 Lagrange 部分多様体に限らず，一般
に極小部分多様体上には特異点が現れる．本
研究課題では，これらの特異点を調べる目的
で，その接モデルとなる接錐の面積最小性に
ついて研究を行った．また，関連する話題と
して等質 Kahler 多様体の Lagrange 部分多様
体の交叉理論とFloerホモロジーの研究を行
った．さらに，その応用として Lagrange 部
分多様体の Hamilton 体積最小性に関する研
究を行った． 
 
３．研究の方法 
Yau による Calabi 予想の解決の後，興味深

いCalabi-Yau多様体の例が与えられている．
たとえば，Stenzel は階数 1 のコンパクト型
対称空間 G/K の余接束上にコンパクト Lie
群 G が余等質性 1 で作用することに着目し，
Kahler 計量が Ricci 平坦になるための
Monge-Ampere 方程式を常微分方程式に帰着
させることにより，この上に G 不変な余等質
性 1の Calabi-Yau 計量を構成した．特に，2
次元球面の余接束 T*S2の場合，Stenzel 計量
は Eguchi-Hanson による超 Kahler 計量と一
致する．このように対称性の高い Calabi-Yau
多様体に対して次のような方法で特殊
Lagrange 部分多様体の構成を行い，その幾何
学的な性質を調べることができる．まず，一
つ目は余法束の方法である． Cn における
Havery と Lawson の結果の類似として，
KarigiannisとMin-Ooは球面Sn内のaustere
部分多様体の余法束が余接束 T*Sn の特殊
Lagrange 部分多様体になることを示してい
る．もう一つ方法として，運動量写像を用い
て余等質性 1 の Lagrange 部分多様体を構成
することができる．さらに，この Lagrange
部分多様体が特殊 Lagrange 部分多様体にな
るための条件はある常微分方程式によって
与えられる．したがって，この常微分方程式
の解の相空間を解析することにより，特殊
Lagrange 部分多様体の特異点の様子と無限
遠での漸近挙動を調べることができる． 
 



４．研究成果 
(1) 本研究課題では Calabi-Yau 多様体内の
特殊 Lagrange 部分多様体に関する研究を行
った．階数 1のコンパクト型対称空間の余接
束には Stenzel が構成した余等質性 1の完備
な Ricci 平坦 Kahler 計量が入る．この
Stenzel 計量の対称性に着目し，運動量写像
を用いた手法によって，n 次元球面の余接束
内に SO(p)×SO(q) (p+q=n+1)の作用で不変
な余等質性 1 の Lagrange 部分多様体を構成
した．このとき，これらの Lagrange 部分多
様体が特殊 Lagrange 部分多様体になるため
の条件は常微分方程式によって記述できる．
ここで得られた常微分方程式は一般には特
異点をもち，これが特殊 Lagrange 部分多様
体の特異点に対応している．さらに，特異点
を通る解を滑らかな解に連続的に変形する
ことができる．これにより特異点をもつ特殊
Lagrange 部分多様体が連続的な変形で
smoothing される様子を観測することができ
る．特にSO(p)×SO(q)がabelianである場合，
すなわち p=q=2 または p=1,q=2 のとき，球
面の余接束に特殊 Lagrange 部分多様体によ
る foliation が構成される．ただし，このと
き特異点をもつ leaf が現れる．また，特殊
Lagrange キャリブレーションの S1 族の位相
を変えることにより，特殊 Lagrange 部分多
様体の族の変形を与えることができる． 
 球面の余接束上のStenzel計量の極限とし
て，複素錐上に Calabi-Yau 錐計量が得られ
る．球面の余接束内の SO(p)×SO(q)の作用で
不変な余等質性 1 の特殊 Lagrange 部分多様
体の中でコンパクトなものは零切断に限る．
さらに，零切断以外の特殊 Lagrange 部分多
様体は無限遠において Calabi-Yau 錐内の特
殊 Lagrange 部分多様体に漸近することが分
かる．以上の結果は橋本要氏（大阪市立大学）
との共同研究で得られた． 
複素錐は球面の余接束から零切断を除い

た開部分多様体と同一視される．この同一視
により，球面内の部分多様体の余法束が複素
錐の Lagrange 部分多様体になることを示し
た．さらに，この余法束が特殊 Lagrange 部
分多様体になるための必要十分条件は，もと
の球面内の部分多様体がaustere部分多様体
であることを示した．これは Harvey-Lawson
および Karigiannis と Min-Oo による余接束
特殊 Lagrange 部分多様体の構成の類似にな
る． 
 
(2) Kahler多様体において対合的反正則等長
変換の不動点集合として与えられる部分多
様体を実形と呼ぶ．定義から実形は全測地的
Lagrange 部分多様体になる．連結コンパクト
半単純 Lie 群 G の随伴軌道には G 不変な
Kahler 構造が入り，複素旗多様体と呼ばれる．
複素旗多様体に対して，ある自然数 k0が定ま
り，k0以上の任意の整数 k に対して，複素旗
多様体には k 対称空間の構造が入る．この k
点対称を用いて，複素旗多様体に一般化され

た対蹠集合を定義することができる．k 点対
称による不動点集合を決定し，複素旗多様体
の極大対蹠集合が Weyl 群の軌道になること
を示した．特に，すべての極大対蹠集合は G
の作用によって互いに合同であることが分
かる．さらに，複素ベクトル空間内の複素部
分空間の列のなす複素旗多様体において，2
つの実旗多様体の交叉を決定し，横断的に交
わるならば交叉は極大対蹠集合になること
を示した． 
一般にコンパクト型のHermite対称空間に

おいて互いに合同とは限らない2つの実形が
横断的に交わるならば，その交叉は 2つの実
形の対蹠集合になることが田中-田崎により
示されている．2 つの実形は全測地的である
から，交点における点対称によって共に不変
であり，さらに交叉が対蹠集合であることか
ら，すべての交点はこの点対称による不動点
になる．したがって，点対称の作用から，
J-holomorphic strip のモジュライ空間に自
由な Z2 作用が誘導される．よって，Z2 係数
の Floer 鎖複体の境界作用素は 0になる．こ
れにより，単調なコンパクト型 Hermite 対称
空間において，最小 Maslov 数が 3 以上であ
るような 2 つの実形の組に対する Z2 係数
Floer ホモロジーは 2 つの実形の交叉によっ
て生成されることを示した．これにより特に、
既約なコンパクト型Hermite対称空間の場合
にArnold-Givental不等式の一般化が得られ
た．さらに，その応用として，複素二次超曲
面内の実形の Hamilton 変形の下での体積の
下からの評価を与えた．特に複素二次超曲面
に実形として埋め込まれている球面は
Hamilton 体積最小であることを示した．以上
の結果は入江博氏（東京電機大学），田崎博
之氏（筑波大学）との共同研究で得られた． 
 
(3) 面積最小部分多様体上の特異点を調べ
るために，最も単純な特異点である錐状特異
点の接モデルとなる接錐について研究を行
った．広橋-菅野-田崎は制限ルート系を用い
て面積非増加レトラクションを構成するこ
とにより，B 型の制限ルート系を持つ対称対
の線形イソトロピー表現の軌道として得ら
れる対称 R 空間上の錐のいくつかが面積最
小となることを示した．ここでのレトラクシ
ョンの構成法は孤立軌道上の錐に対してし
か適用できなかったが，これを拡張し，すべ
ての極小 R 空間上の錐に対するレトラクシ
ョンの構成法を与えた．これにより面積非増
加レトラクションを具体的に構成すること
によって，階数 2の既約コンパクト対称空間
の線形イソトロピー表現の特異軌道上の錐
がいくつかの例外を除いて面積最小になる
ことを示した．さらに，ここで得られた面積
最小錐の積が再び面積最小になるための十
分条件を与えた．この結果は大野晋司氏（首
都大学東京）との共同研究による． 
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