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研究成果の概要（和文）：　まず、偏極射影代数多様体の強相対K-安定性が漸近的相対Chow安定性を導くことを証明し
た。その特別な場合として、偏極射影代数多様体が強K-安定なら漸近的Chow安定であることが分かる。
　次に、特殊計量の存在問題との関連として、佐々木多様体における佐々木・アインシュタイン計量の横断的正則自己
同型群の作用を法とした一意性を証明した。その副産物として、横断的リッチ曲率が正である完備佐々木多様体に関す
るマイヤースの定理の類似を得た。

研究成果の概要（英文）： Firstly, we proved that strong relative K-stability of polarized algebraic 
manifolds implied asymptotic relative Chow-stability. In particular, as a special case, we see that 
asymptotic Chow-stability follows from strong K-stability.
 Next, we showed the uniqueness of Sasaki-Einstein metrics on compact Sasaki　manifolds modulo the action 
of the identity component of the automorphism group for　the transverse holomorphic structure. Also, we 
obtain a Myers' type theorem for complete Sasaki manifolds with positive transverse Ricci curvature.

研究分野： 複素微分幾何学
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１．研究開始当初の背景 
 ベクトル束における Hitchin-Kobayashi
対応により、コンパクトケーラー多様体上の
既 約 な 正 則 ベ ク ト ル 束 に つ い て
「Mumford-Takemoto の意味で安定である
ことと Hermitian-Einstein 計量をもつこと
は同値である」ことが知られており、この意
味で正則ベクトル束における安定性と特殊
計量との間の関係が明確なものとして理解
されている。その多様体版として、偏極射影
代数多様体に対して「その偏極類が定スカラ
ー曲率ケーラー計量(以下 CSCK 計量と呼ぶ)
を含むことと多様体が幾何学的不変式論（以
下 GIT と呼ぶ）の意味で安定であることは同
値 で あ ろ う 」 と い う 予 想
（Donaldson-Tian-Yau 予想とも呼ばれる）
が考えられ、リッチ曲率が正の場合の Calabi
予想の進化した形を含む興味深い問題とし
て近年大きな注目を集めている。このことは、
偏極多様体のモジュライ空間の研究を、
CSCK 計量を用いた微分幾何学的な方法で
行うことが出来ることを示唆し、その意味で
この予想の解決はモジュライ空間の微分幾
何学的研究の第一歩になると言うことがで
きる。また、この予想は CSCK 計量というあ
る種の非線形偏微分方程式の解の存在を
GIT 安定性という代数的な概念によって判
定するという側面も持っており、その意味で
も幾何学的に大変意義の大きな問題である
と言える。 
 CSCK 計量の存在に対応する安定性の候
補として K-安定性と漸近的 Chow 安定性と
いう 2 つの安定性が考えられており、近年の
Tian, Donaldson, Stoppa, 満渕等の研究に
よって CSCK 計量の存在が安定性を導くこ
とが（漸近的 Chow 安定性は条件が必要であ
るが）示されていた。しかし、これらの安定
性を満たす多様体が CSCK 計量を持つかど
うかは（研究開始当時）未解決の問題であっ
た。この問題に貢献をしたいと思い、本研究
を開始した。 
 
 
２．研究の目的 
（１）多様体上の K-安定性と漸近的 Chow
安定性の間の関係を精密に調べ、CSCK 計量
の存在と同値になるような安定性概念を明
らかにする。 
 
（２）その対応において、CSCK 計量の一般
化である extremal metric、あるいは佐々
木・アインシュタイン計量がどのような位置
付けになるか明らかにする。 
 
 特に、extremal metric の存在問題につい
ては大阪大学の満渕俊樹氏による「偏極多様
体に対して、その偏極類が extremal metric
を含むことと多様体が相対 K-安定であるこ
とは同値であろう」という予想が知られてお
り、extremal metric の研究における一つの

方 向 が 示 さ れ て い る 。 こ れ は 上 述 の
Donaldson-Tian-Yau 予想を系として含み、
この予想が肯定的に解決すれば、これまでの
「偏極多様体における標準計量の存在と安
定性の関係」に関する一連の予想に一つの決
定版を与えると考えられている。 
 
 
３．研究の方法 
（１）K-安定性を CSCK 計量の存在問題の
観点から少し条件を強くした強 K-安定性と
いう概念を導入し（満渕氏による）、強 K-安
定性と漸近的Chow安定性の関係について調
べた。満渕氏の研究成果により、Chow 安定
性を特徴付けるChow normの漸近展開をK-
安定性の定義に現れるテスト配位を使って
記述することができるが、その漸近展開の
leading term として Donaldson-Futaki 不変
量が現れることが知られている。強 K-安定な
偏 極 多 様 体 の テ ス ト 配 位 に つ い て 、
Donaldson-Futaki 不変量の挙動を詳細に調
べ、Chow norm の評価を行った。 
 extremal mtric の存在問題においても同
様の問題を考え、上の強 K-安定性を強相対
K-安定性で、漸近的 Chow 安定性を漸近的相
対Chow安定性で置き換えて同様の議論を考
察した。 
 
（２）ケーラー多様体の奇数次元類似して知
られている佐々木多様体について、特に佐々
木・アインシュタイン計量の存在問題につい
てケーラー幾何の方法の類似を使って考察
した。佐々木多様体は奇数次元多様体であり、
偏極多様体の構造もケーラー多様体の構造
も持たない。従って上述の問題と直接は結び
つかない。しかしながら、佐々木多様体は自
然に横断的ケーラー構造を持ち、さらに佐々
木・アインシュタイン計量の存在問題は（リ
ッチ曲率が正である）横断的ケーラー・アイ
ンシュタイン計量の存在問題に帰着するこ
とが知られている。よって、ケーラー幾何学
的な議論は横断的ケーラー構造を通して
佐々木多様体の幾何学にある程度適用でき
ると期待することができる。 
 
 
４．研究成果 
（１）満渕俊樹氏との共同研究で、偏極多様
体の相対強 K-安定性が漸近的相対 Chow 安定
性を導くことを証明した。その特別な場合と
して、偏極多様体が強 K-安定性なら漸近的
Chow 安定性であることが分かる。Donaldson
により、偏極多様体の正則自己同型群（のア
ファイン部分）が離散的であり、さらにその
偏極類が CSCK 計量を持てば、その偏極多様
体は漸近的 Chow 安定であることが知られて
いる。Donaldson-Tian-Yau 予想の立場に立て
ば、我々の結果はこの Donaldson の結果を安
定性の観点から証明したと考えることがで
きる。特に、強 K-安定性（あるいは K-安定



性）が CSCK 計量の存在に対応する安定性概
念として自然であることを示唆していると
考える。 
 より一般に、「K-安定性が漸近的 Chow-安定
性を導くか？」という問題を考えることがで
きるが、この問題は偏極多様体の正則自己同
型群が離散的でないとき反例が存在するこ
とが小野-佐野-四ツ谷によって知られてい
る。また、多様体が特異点を許容するとき、
正則自己同型群が離散的であっても反例が
存在することが尾高氏によって知られてい
る。今後の展望として、正則自己同型群が離
散的であるとき K-安定性が強 K-安定性を導
くかどうか明らかにすることが挙げられる。 
 
（２）関谷健一氏との共同研究で、佐々木多
様体における佐々木・アインシュタイン計量
の横断的正則自己同型群の作用を法とした
一意性を証明した。コンパクトケーラー多様
体におけるケーラー・アインシュタイン計量
の一意性は、リッチ曲率が非正のときは
Calabi によって、正のときは自己同型群の作
用を法とした一意性が板東-満渕によって示
されている。我々の結果は、その佐々木多様
体における類推と言うことができる。佐々木
多様体は、その Reeb-flow の挙動によって
quasi-regular, irregularという二つのタイ
プを持つ。quasi-regular なコンパクト佐々
木多様体はコンパクトケーラー軌道体上の
主円周束の構造を持ち、この場合佐々木・ア
インシュタイン計量の存在問題は底空間で
定義されたケーラー・アインシュタイン計量
の存在問題に帰着する。特に、その一意性は
上述の板東-満渕および中川氏によって既に
知られている。irregular な佐々木多様体に
ついては、トーリック佐々木多様体における
一意性が趙-二木-小野によって示されてい
る。我々の結果は、これらの結果を完全な形
で一般化したものになる。趙-二木-小野では
ケーラー計量の空間における測地線の理論
を横断的ケーラー計量の空間に適用したも
のが使われているのに対して、我々の方法は
板東-満渕における汎関数的方法（の横断的
ケーラー構造の幾何への適用）が基礎になっ
ている。 
 
（３）リッチ曲率が正の定数で下から抑えら
れている完備リーマン多様体について、その
直径は有限であることがMyersの定理として
知られている。本研究では、横断的リッチ曲
率が正の定数で下から抑えられている完備
佐々木多様体において同様の結果が成り立
つことを示した。一般に横断的リッチ曲率が
正であってもリッチ曲率が正であるとは限
らず、このような結果が成立することは全く
自明ではない。この結果は、上述の佐々木・
アインシュタイン計量の一意性の証明にお
いて重要な役割を果たした。 
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