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研究成果の概要（和文）：本研究では、グラフ理論における点素な部分グラフが存在するための十分条件について考察
し、点素な星グラフの存在性を保証するためのErdos型条件を与えた。さらに、星グラフと他のグラフとの関係性を考
察することで、当該分野において有用な結果を多数得る事ができた。その結果、当該分野の研究において、星グラフ等
のグラフに有効的に働く可能性がある証明法の糸口を見出だすことができた。

研究成果の概要（英文）：In this research, I focused on the problem concerning the sufficient condition for
 the existence of vertex-disjoint subgraphs in graphs, and I worked on this problem by giving Erdos type c
ondition for the existence of vertex-disjoint stars. Moreover, by studying the relationship between stars 
and other graphs, I could obtain many results concerning this problem. These results can be useful tools f
or the existence of vertex-disjoint stars and so on.
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１．研究開始当初の背景 
 
 H をグラフとしたとき、グラフ G が k 
個の点素な H を含むとは、G の中に、H と
同型な（同じ）グラフが互いに交わらないよ
うに （頂点を共有しないように）k 個存在
する（G の部分構造として存在する）ことを
いう。 
 グラフ理論において、古典的 かつ 重要な
研究課題の一つとして、グラフ H と正整数 
k を固定したとき、グラフ G が k 個の点
素な H を含むための十分条件は何であろう
か、という問題が挙げられる。この問題に関
して、1963 年に、Corradi らは点素な閉路
が存在するための最小次数条件を与えた。ま
た、1970 年に、Hajnal らによって、位数 t 
の完全グラフが点素に存在するための最小
次数条件が与えられている。これらの結果を
出発点として、現在までに様々な種類のグラ
フ H について考察がなされており、その存
在性を保証するための最小次数条件や辺数
条件などが与えられてきた。実際に、それら
の結果は評価の高い学術雑誌に掲載される
など、これまでのグラフ理論に大きく貢献し
ている。また、この問題に関する結果は、車
両・船舶倉庫へのコンテナ積込み、VLSI 設計、
機械部品や服飾の型の配置などに応用され
ており、この研究がグラフ理論のみならず多
方面において重要な位置にあることが知ら
れている。 
 上記問題において、「閉路」や「道」と呼
ばれるグラフは、現在までに研究対象として
数多く取り上げられてきた。その理由は、そ
れらグラフの構造が情報ネットワーク等に
直接関係するからである。また、閉路や道は
構造が対称的なため、“扱いやすいグラフ”
というのも理由の一つである。実際、上記で
述べた Corradi らの結果は、次数和条件等
の形に拡張されており、より良い次数条件を
得るための考察が現在もなされている。また、
指定した頂点や辺を通るような k 個の点素
な閉路の存在性に対する十分条件について
もその研究がなされるなど、多方面において
拡張されている。 
 一方、閉路や道と（次数の観点において）
対極な位置にあるグラフとして、「星グラフ」
と呼ばれるグラフが知られている。星グラフ
とは、1 頂点を除いて全ての頂点の次数が 1
であるような木のことである。特に、次数 1
の頂点が t 個の位数 t+1 の星グラフを t-星
グラフという。星グラフはそのグラフの特徴
から、上記応用のみならず、NP 困難問題のう
ちの一つである支配集合問題へのアプロー
チとしての応用面も持ち合わせている。さら
に、情報理論や数理化学の中でも研究対象
として取り上げられているように、多分野
において現れるグラフであるが、そのぶん
未解決問題も多く、特に、上記の点素な部分
グラフに関する研究はある意味で滞ってい
る状態が続いている。 

 私は現在までに、閉路・道・星グラフが点
素に存在するための次数条件について研究
を行ってきた。特に、2001 年に、Ota によ
って提起された点素な t-星グラフが存在す
るための最小次数条件に関する予想の解決
に向けて精力的に研究を行ってきた。しかし
ながら、既存の結果を改良することには成功
したが、Ota 予想の解決までには至らなかっ
た。t-星グラフの最大次数と最小次数の差の
大きさがその原因の一つであると考えてお
り、現在の証明法では、その差をうまくコン
トロールできなかったため、予想値とのギャ
ップが生じたのであろうと考察した。そのた
め、t-星グラフの存在性に対して、どのよう
な条件が“良い”条件であり、どのような条
件が“悪い”条件なのかをあらためて調べる
必要性があると考え、「点素な星グラフ」を
本研究の主要課題として選定した。特に、星
グラフの場合における新しい十分条件を提
案することにより、星グラフに関する研究
を活性化させる狙いで本研究を立ち上げた。 
 
２．研究の目的 
 
 本研究の目的は先に述べたように、点素な
星グラフが存在するための十分条件につい
て考察することによって、グラフ理論の発展
に貢献することである。特に、星グラフに対
する“良い”条件を見つけることで、他分野
への応用に繋げやすい結果を得ることが最
大の目的である。そのために、古典的 かつ 
応用性の高い条件の一つである Erdos 型条
件に注目し、その条件に関して結果を出すこ
とを第一の目標として設定した。より具体的
には、以下の問題を提起し、その解決を試み
た。 
 
研究課題 
『t, k を 2 以上の整数とし、d を 1 以上 
かつ k(t + 1)/2 以下の整数とする。このとき、
以下の関数 f(t,k,d) を決定せよ：f(t,k,d) = 
min{ m | 位数 k(t + 1), 最小次数 d 以上, 
辺数 m 以上のグラフは k 個の点素な t-星
グラフを含む}』 
 
 上記課題の完全解決は一般的には難しい
と思われるので、まずは、t が十分に大きい
場合に限定して考え、そこから一般的な解決
法を模索することにした。また、その証明法
から他の条件へと繋げることで、別の応用性
の高い定理を得ることも研究目的の一つと
した。さらに、星グラフ以外のグラフについ
ても考察し、統一的な証明法を模索すること
で、他のグラフとの関係性を明らかにするこ
とも研究目的とした。 
 
３．研究の方法 
 
 本研究期間である 3年間の間に試みた研究
法は大きく分けて以下の二つである。 



 
(1) 点素な  t-星グラフが存在するための

Erdos 型条件の考察 
 先に述べた研究課題の t が十分に大きい
場合について考察し、その解決を試みた。特
に、以前の研究成果から t が十分に大きく、
かつ、k が d + 1 以上の場合において、
f(t,k,d) の値を概ね決定できていたので、
まずはその論文の完成と、その証明を精査す
ることで、k が d 以下の場合を考察し、t が
十分に大きい場合の f(t,k,d) の値を完全
に決定することを目指した。さらに、これら
の研究成果を詳しく解析することで、一般の
場合への拡張を試みた。 
 
(2) 星グラフと他のグラフとの間の関係性に

ついて 
 星グラフのようにある意味で扱いが難し
いグラフの存在性に対する十分条件につい
て考察することで、そのようなグラフ全般に
有効的な証明法の模索を試みた。特に、指定
した頂点を通る閉路・道、長さの指定された
閉路・道 及び theta グラフ等を中心に多角
的視点からの考察を試みた。 
 
 また、上記 (1)、(2) の研究を順調に進める
ために、国内外のセミナー・研究集会等に積
極的に参加し、他研究者との情報交換・打ち
合わせを行う機会を大事にすることで、本研
究課題の解決を目指した。 
 
４．研究成果 
 
 点素な部分グラフなどの特定の部分構造
を保証するための十分条件について考察を
行うことで、本研究期間内に有用な結果を多
数得ることができた。より具体的な成果の値
としては、７編の論文が権威ある学術雑誌に
掲載された。 
 以下では、先の「研究方法」で述べた(1)、
(2) の二つの方法のそれぞれにおいて得ら
れた研究成果について報告する。 
 
(1) 「研究方法(1)」における研究成果につ

いて 
 以前の研究成果をもとに、十分に大きい t 
に対して、f(t,k,d)の値を以下のように決定
することができた: 
 
『f(t,k,d) = min{nC2 - (d+1)n + dt + (d

2 + 
3d + 4)/2, nC2 – kn + k

2 + k + 1} 』 
 
これらの値は k が d + 1 以上の場合と、k 
が d 以下の場合の考察から生じた値である。
それぞれの値は異なるが、どちらも同様の証
明法から導かれることも分かった。また、上
記結果は、t が十分に大きい場合の結論であ
るが、その証明法を詳しく解析することによ
って、グラフの最小次数を考慮しないのであ
れば、t の大きさに関わらず以下が成立する

ことも分かった： 
 
『t, k を 2 以上の整数とし、n = k(t+1) と
する。このとき、位数 n, 辺数 n-1C2 + 1 以上
のグラフは、k 個の点素な t-星グラフを含
む』 
 
これらの研究成果をまとめあげた論文を本
研究期間内に学術雑誌に投稿することがで
きたので、第一の目標は十分に達成できたと
考えられる。一方、t が小さい場合に対して
は、同様の証明法をそのまま利用することが
できなかったので、個々に調べることによっ
てその考察を行ったが、小さい場合を全て同
時に解決することは一般的には難しいとい
う結論に至った。つまり、Erdos 型条件は、
十分に大きい星グラフに対して、“良い”条
件であるというのがこの研究法を通して得
られた結論である。（尚、本研究は東京理科
大学の江川教授、横浜市立大学の藤田准教授
との共同研究によって得られた研究成果で
ある。） 
 
(2) 「研究方法(2)」における研究成果につ

いて 
 星グラフが“扱いづらいグラフ”の原因の
一つとして、「最大次数と最小次数の差の大
きさ」を先に挙げたが、その他にも、星グラ
フが「細分操作（辺に１頂点追加する操作）
に関して“閉じていない”グラフ」というこ
とも挙げられる。実際、あるグラフ H が細
分操作に関して“閉じている”のであればそ
の条件だけで、 k 個の点素な H を含むため
の（最良に近い）次数条件を得ることができ
る（Alon-Yuster 1996）。しかしながら、そ
うでない場合についてはこのような事実は
知られていない。従って、この部分を考察す
ることが、当該分野の研究を進展させるため
の重要なファクターになり得るので、本研究
では、細分操作に関して“閉じていない”グ
ラフの一つである「偶閉路（偶数位数の閉
路）」に注目し、以下の定理を証明した： 
 
『位数が十分に大きいグラフは、最小次数が 
2k + 1 以上であれば、k 個の点素な偶閉路を
含む』 
 
特に、この定理の証明法は偶閉路のみならず、
他の細分操作に関して閉じていないグラフ
に対しても有効的に働く可能性があること
が分かった。その手法とは、「細分操作に関
して“閉じている”グラフの部分構造を考え
る」というものである。偶閉路の存在性を直
接証明するのではなく、偶閉路を常に含むよ
うな細分操作に関して“閉じている”グラフ
を考えることで、“扱いやすいグラフ”に帰
着させたのである。上記定理の証明において
実際に利用したグラフは「theta グラフ」と
呼ばれるグラフであり、このグラフに関して
以下を証明した： 



 
『位数が十分に大きいグラフは、最小次数が 
2k + 1 以上であれば、k 個の点素な theta グ
ラフを含む』 
 
theta グラフは３つの内素な道の和なので、
その部分構造として偶閉路を含むことが容
易に分かる。従って、この定理から上記の偶
閉路に関する定理を系として得ることがで
きる。この研究成果は、グラフ H が細分操
作に関して“閉じていない”のであれば、H を
含むような細分操作に関して“閉じている”
グラフを見つけることが、十分条件を得るた
めの近道になり得ることを意味しているの
で、今後の研究にも繋がる十分に価値あるも
のと言える。（尚、本研究は国立情報学研究
所の河原林教授、山形大学の佐久間准教授、
横浜市立大学の藤田准教授との共同研究に
よって得られた研究成果である。） 
 「点素な閉路」は、上記のように星グラフ
との関係性だけでなく、『4-連結クローフリー
グラフはハミルトン閉路をもつ』というグラ
フ理論における有名なMatthews-Sumner予
想との関係性もあるので、本研究期間内にお
いて、その観点からの考察も行った。特に、
2-連結クローフリーグラフと 4-連結クローフ
リーグラフとの間の差を示す結果の一つと
して、『位数 n、最小次数 d の 2-連結クロ
ーフリーグラフは、高々 n/d 個の点素な閉
路によって分割できる 』ということを証明
することに成功した。さらに、長い閉路を含
むような点素な閉路への分割等についても
結果を出し、評価の高い学術雑誌に掲載され
た。（尚、本研究は、西ボヘミア大学の Cada
准教授、日本大学の善本准教授との共同研究
によって得られた研究成果である。） 
 また、指定した頂点を通る点素な閉路・道 
及び 指定した長さの点素な道の存在性を保
証するための十分条件についても考察し、新
しい形の十分条件を得ることにも成功した。 
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