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研究成果の概要（和文）：近年我々はNavier-Stokes方程式のための安定化特性曲線有限要素スキームを開発した．そ
れは特性曲線法と圧力安定化法を組み合わせたスキームである．得られる連立一次方程式の係数行列は対称であり，安
価なP1/P1要素が用いられている．よって特に３次元問題において有用である．
同スキームの安定性と収束性を証明した．その誤差評価は最良である．その結果，開発したスキームは，数値的に有用
であることに加えて，数学的信頼性ももつことが示された．
その他にも本研究期間において特性曲線法に関連するいくつかの数値的・理論的結果を得た．

研究成果の概要（英文）：Recently we have developed a stabilized characteristics finite element scheme for 
the Navier-Stokes equations. It is a combined scheme with the characteristics method and a pressure-stabil
ization method. The matrix of the derived system of linear equations is symmetric and a cheap P1/P1 elemen
t is employed. The scheme is, therefore, efficient especially three-dimensional problems.
Stability and convergence of the scheme have been proved. The error estimates are optimal. Consequently, t
he scheme has mathematical reliability in addition to the computational advantages.
Some other numerical and theoretical results related to the characteristics method have been obtained in t
his research period.
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１．研究開始当初の背景 
（１）流れ問題の数値解法は数多く開発され
ているが，今なお数学的信頼性と工学的有
用性を兼ね備えた高品質な解法開発が待た
れている．申請者は，連立一次方程式の係
数行列が対称である，という長所を持つ特
性曲線有限要素法に着目した．近年申請者
らは特性曲線有限要素法と圧力安定化法を
組み合わせた安定化特性曲線有限要素スキ
ームを開発した．よく知られた下限上限条
件の制約を取り除き，３次元問題において
有用な P1/P1 要素を用いたスキームで，３
次元問題での特性曲線有限要素法の利用・
普及への道を開いた．同スキームに数学的
信頼性が加わり，将来有力な流体数値解法に
なることが期待される． 
 
２．研究の目的 
 近年，申請者らは Navier-Stokes 方程式の
ための圧力安定化特性曲線有限要素スキー
ムを開発した．そのスキームを基に本研究で
は，数学的・数値的研究を推進し，高品質特
性曲線有限要素法を構築することを目的と
する．開発したスキームは物理的に自然な特
性曲線法と，強力な汎用数値解法である有限
要素法を組み合わせた手法で，特に３次元大
規模数値計算に有用であるが，スキームの安
定性・収束性の理論解析については未解決で
ある．この点を解決してスキームに数学的信
頼性を与え，数値面だけでなく数学面からも
高品質な数値解法を構築する． 
 
３．研究の方法 
 スキームを開発した際，人工的に設定した
滑らかな厳密解に対して，数値解の厳密解へ
の数値的な収束精度を確認している．
Navier-Stokes 方程式の解析において自然に
現れるノルムを用いて，厳密解への収束精度
が O(dt+h)であった（dt：時間刻み幅，h：空
間刻み幅）．実際，申請者はこの最良精度が
数学解析によって得られると期待している．
証明は，安定化が施されていない伝統的な特
性曲線有限要素スキームに対する収束証明
の論文 [Süli，1988,Numerische Mathematik]
の方法を参考に時間ステップごとに評価を
行う．鍵となるのは，非線形性に起因する，
流速の１階微分の最大値の評価である．これ
までの状況と比較して，安定化項が加わるこ
とおよび流速を近似度の低い P1 要素で近似
することが原因で困難な状況がおこり，その
影響が dt の制限となって現れる可能性があ
る．数値計算を実行する立場から，この制限
はできる限り緩くしたい．これらを精密に評
価して収束証明をすすめる． 
 
４．研究成果 
（１）Oseen 方程式のための安定化特性曲線
有限要素スキームを開発し，その安定性およ
び誤差評価を与えた．Oseen 方程式は線形化 
Navier-Stokes 方程式であり，Navier-Stokes

方程式から非線形性を取り除いた方程式で
ある．数値計算スキームの評価に現れる正定
数を精査して，Reynolds 数への依存性を明ら
かにした．すなわち，流速の L2 ノルムの値
は，Reynolds 数に無関係に安定である．これ
により開発したスキームが有用であること
が理論的に示された．また，誤差解析を行い，
数値解の厳密解への収束性とそのオーダー
を示した．すなわち，計算メッシュサイズ h
と時間刻み幅 dt を細かくすると，数値解は
必ず厳密解に O(dt+h)で近づくことを示した． 
 
（２）Navier-Stokes 方程式のための安定化
特性曲線有限要素法の安定性と収束性を証
明し，同スキームの数学的信頼性を確立した．
（１）で得た，Oseen 方程式の安定化特性曲
線有限要素スキームについての結果を受け，
Navier-Stokes 方程式のための安定化特性曲
線有限要素スキームの数学解析を行った．以
下の結果を得た．(i)スキームは条件：（＊）
dt ≤ chd/4（c：定数，d：空間次元）の下で安
定である．(ii) dt と h を上記条件を保った
まま小さくするとき，スキームの解（数値解）
は Navier-Stokes 方程式の解に収束して，そ
の収束のはやさは流速について H1 ノルムと
圧力についてL2ノルムにおいてO(dt+h)であ
る．(i)の結果により，数値計算は安定に実
行されることが保証され，(ii)の結果により，
数値解が厳密解に必ず収束することが保証
された．収束オーダーは最良である．条件 
(＊) は Navier-Stokes 方程式の非線形性か
ら現れるが，これは伝統的なスキームで得ら
れた条件と同じで，開発したスキームは安定
性条件を悪化させていない． 
 本結果により研究の目的を達成した．そし
て，我々が開発したスキームが数値的に有用
であるだけでなく，数学的信頼性をあわせも
った数値解法であることが示された．  
 
（３）時間 2次精度の特性曲線有限差分スキ
ームを提案し，離散 L2 理論を構築した．特
性曲線有限要素法で現れる合成関数が各三
角形要素上において滑らかではないため，そ
の積分を計算機上で厳密に再現することは
困難である．これにより実計算での数値積分
に注意が必要であることが報告されている. 
開発したスキームは有限差分法を用いるた
め，積分は不要で，理論と実計算が完全に一
致する．特性曲線スキームの利点である，連
立一次方程式の係数行列の対称性，を維持し
ているため，その求解は高速である．時間２
次精度を実現する際，通常の Crank-Nicolson
法を時空間移動する特性曲線に沿ったもの
に拡張した．解析には離散的な L2 理論を用
いており，最大値原理が成立しない問題を意
識している．同理論を展開してスキームの安
定性・収束性を示して，数学的に正当化した． 
 
（４）開発した安定化特性曲線有限要素スキ
ームを基礎として，自然対流問題の計算スキ



ームを開発した．スキームは流速・圧力・温
度の全てに四面体１次要素を利用したスキ
ームであり，特に３次元問題に有用である．
自然対流問題に現れる２つの物質微分項に
特性曲線法を適用した．スキームは対称で計
算負荷は半減する．実際に２，３次元問題の
数値計算を行い，有用性を確認した． 
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