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研究成果の概要（和文）：本研究では，グラフ理論のラムゼー型問題において重要な未解決課題となっている辺着色グ
ラフの閉路分割に関する予想の解決に向けて取り組んだ．結果として，予想の解決には至らなかったものの，予想の部
分的解決と言える定理や，当該分野において有用な定理を数多く得ることに成功した．特に，グラフの閉路に関する研
究で多くの知見が得られた．

研究成果の概要（英文）：In this study, I worked on a conjecture concerning cycle partitions in graphs, 
which is an important unsolved problem in graph (Ramsey) theory. As a result, although I could not solve 
this conjecture completely, I obtained some partial results towards the conjecture and also obtained many 
important results in graph theory. In particular, I could give a substantial contribution to the study of 
cycles in graphs.

研究分野： グラフ理論
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１．研究開始当初の背景 
本 研 究 の 主 要 目 的 は ， 1991 年 に

Erdos,Gyarfas,Pyber が提起した次の予想
（以下，EGP 予想と名付ける）について，部
分的，もしくは，可能であれば全面的解決を
与えることである． 
 
[EGP 予想] 『完全グラフの各辺を r 色でど
のように着色しても，頂点集合を r 個以下の
単色な閉路によって分割出来る．（ここでは 2
点以下の連結グラフも閉路とみなす．）』 
 
完全グラフの辺を複数の色で着色したと

きに単色の部分グラフを見つけるという問
題は，グラフのラムゼー数と深く関係してい
て，世界中の研究者によって近年盛んに研究
が進められている．EGP 予想は，そのような
背景のもと，グラフのパッキング問題とラム
ゼー理論が融合した新しい型の極値問題と
して多くの研究者の注意を引いた．しかし，
その解決は非常に難しく，2006 年に Gyarfas
達ハンガリーの研究グループが頂点数の非
常に大きい場合に限って，分割の個数に関す
る上界として 100r log r という大まかな値
(EGP 予想はこの値を「r」まで改善出来るこ
とを主張している)を決定して以降，ほとんど
進展が見られず，2010 年にフランスの
Bessy,Thomasse によって r=2 の場合がよう
やく(肯定的に)解決されたという状況である． 

 
２．研究の目的 
本研究では，研究代表者がこれまで取り組

んできた研究を発展させる形で EGP 予想の
解決を目指し，グラフ理論の幅広い分野に適
用可能で有用な定理を得ることも目的の一
つとした．  
 研究代表者は，これまでこの問題とは独立
に，グラフにおける指定した個数の閉路と 2
点以下の連結グラフによる分割(以下，これを
単に「閉路分割」と呼ぶ)の存在条件に関する
研究と，辺着色した完全グラフ上の単色閉路
の存在に関するラムゼー型問題の研究に精
力的に取り組み成果をあげてきた．このよう
な過去の研究経緯から，研究代表者は，これ
ら２つの研究を発展させる形で EGP 予想解
決の糸口を見出せる可能性に気付き，「３．
研究の方法」において詳述する２方向からの
研究アプローチによって EGP 予想解決に挑
戦するという着想に至った． 
 
３．研究の方法 
研究代表者は，EGP 予想解決のための当面

目標として，Gyarfas 達が証明した閉路分割
の個数に関する上界「100r log r」の改善を
試みた．さらに，彼らが頂点数の大きい完全
グラフに限定してその結果を証明したのに
対し，本研究では任意の頂点数からなる完全
グラフに対して成果を得ることを目標とし
た．具体的には，次の２つの命題の証明に取
り組むことで予想解決を目指した． 

 命題１．色の塗り方に関する制約条件Ｐの
もとでｒ色を用いて着色した完全グラフＫ
は，頂点集合を成分数がｒ個以下の単色な閉
路に分割出来る． 
 命題２．条件Ｑを満たす n点グラフＧは指
定した成分数 kからなる閉路分割を持つ． 
 
命題１からのアプローチ：最初のステップと
して，条件Ｐを「異なる３色からなる三角形
を含まない」と設定した場合について考察し，
証明を与える．研究代表者による先行研究で
得られた成果では，このような制約条件のも
とで辺着色された完全グラフＫが指定した
頂点数からなる単色の閉路を必ず含むため
のＫの頂点数に関する上界・下界について決
定した結果がある．この成果は本研究の次の
戦略において重要である． 
三角形に関する制約条件Ｐの性質は，完全

グラフＫの頂点を除去するという操作に対
して保存される．従って，命題１により，単
色の閉路を見つけては除去し，残りの部分に
再び単色の閉路を見つけては除去するとい
う操作を繰り返し，もしｒ回以内のこの操作
でグラフの全頂点がなくなれば，それは所望
の分割を得たこととなる．実際には，そうな
らない場合を考慮する必要があるので，これ
だけではうまくいかないが，それでも「単色
のｒ個以下の閉路で完全グラフの頂点集合
の大部分を覆うことが出来る」という有用な
補題の獲得につながる．得られた補題により，
そのような閉路の合併Ｕでサイズが大きい
ものの存在を保証出来れば，ＵとＫ－Ｕの間
の辺の着色構造を解析し，単色の閉路を適宜
取替え最適化をはかることで所望の分割を
得るという証明手法が機能するようになる． 
従って，本研究では，先行研究で得られて

いる結果の更なる改良に取り組むことでこ
の問題の解決を目指した．また，三角形に関
する条件Ｐ上の問題について一定の成果が
得られた段階で，条件Ｐを「各辺の色が異な
る四角形を含まない」といったより弱い条件
に置き換えて命題１の証明を再考し，前の場
合と比較検討することで，完全グラフの着色
に関する制約を弱めていったときにどのよ
うな構造が問題解決の障害となるのかを的
確に見極め，一般の場合における EGP 予想解
決の糸口を見出すという試みも行った． 
  
命題２からのアプローチ：命題１に関するア
プローチが辺の塗り方に制約を付けたEGP予
想の弱いバージョンを得ることを念頭に研
究を進めるのに対して，命題２に関する研究
では，予想の直接的解決も視野に入れた密な
グラフの部分構造把握について深い考察を
行った．条件Ｑとして，「最小次数 f(n,k)以
上」と設定した場合は研究代表者の先行研究
において f(n,k)として最善の値を決定し，実
際に命題が成り立つことを示していた．固定
した色数で着色したグラフの内部では，単色
の部分グラフで辺の数が多い密なグラフの



部分構造が見つかるので，方針としては，そ
のような単色構造のなかに命題２を適用し，
単色の閉路の合併で成分数が少なく，かつ，
サイズの大きいものを見つけて除去し，これ
を繰り返し適用することにより所望の閉路
分割を見出すという方策で研究に取組んだ． 
 
４．研究成果 
 結果として，残念ながら EGP 予想の解決に
は至らなかったが，当該分野の研究において
多数の有用な研究成果を得ることが出来た．
論文[17]では，完全グラフを複数の色で辺着
色したときの単色最長閉路に関する良い下
界を与えることに成功し，さらに論文[6]で
この下界をある特定の場合についてさらに
改善出来た．論文[3,12]では，EGP 予想のハ
イパーグラフ版に関連する問題の研究につ
いて大きく貢献することが出来た．論文[7]
では，命題１，２両方を考察する上での辺着
色されたグラフの単色構造の研究で有用な
補題を与えている．論文[10,11,15]は命題１
の研究に大きく貢献する成果であり，論文
[4,8]は命題２に関する研究を大きく進展さ
せている．その他，グラフの連結度や禁止部
分グラフ，彩色問題といったグラフ理論の幅
広い研究分野にも貢献し，かつ，本研究に関
連する成果として計 17 編の論文を著すこと
が出来，次の新しい研究につながる知見が数
多く得られた． 
以上を総括すると，本研究助成により十分

な研究成果を与えることが出来たのではな
いかと思われる． 
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