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研究成果の概要（和文）：n次元ユークリッド空間ではSobolev空間に対応するMusielak-Orlicz-Hajlasz空間について
，様々な諸性質（Poincareの不等式，連続関数の稠密性，容量の性質）や極大作用素の有界性などについて研究を行い
，その応用として，Musielak-Orlicz-Hajlasz空間に対するRieszポテンシャルのSobolevの不等式について研究を行っ
た．また，上記の研究成果を基に，Musielak-Orlicz-Newtonina空間に対しても，様々な諸性質（連続関数の稠密性，
容量の性質，Lebesgue点，Fugledeの定理）の研究を行った．

研究成果の概要（英文）：Our aim is to study Musielak-Orlicz Sobolev spaces on metric measure spaces. We co
nsider a Hajlasz type condition and a Newtonian type condition. We prove that Lipschitz continuous functio
ns are dense as well as other basic properties. We study the relationship between these spaces, and discus
s Lebesgue point theorem in these spaces. We also deal with the boundedness of the Hardy-Littlewood maxima
l operator on Musielak-Orlicz spaces. As an application of the boundedness of the Hardy-Littlewood maximal
 operator, we establish a generalization of Sobolev's inequality for Sobolev functions in Musielak-Orlicz-
Hajlasz spaces.
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１． 研究開始当初の背景 

楕円型微分方程式の1つであるp-ラプラス

方程式の解の研究は，古くから日本のみなら

ず，世界中多くの研究者によって研究され，

様々な応用がなされてきた．しかし近年，以

下のような宇宙開発分野からの要請により，

p-ラプラス方程式をより一般化した非標準

の増大条件をもつ楕円型微分方程式の解空

間（変動指数をもつ関数空間）の研究が，注

目を集めるようになってきた． 

電場を印加することで粘弾性が変化する

ER 流体は，電気的に粘弾性特性を制御可能で

あることから，高速制御性や機構の簡易性を

活かし，NASA などで宇宙開発の分野への応用

が非常に期待されていた．しかしその一方，

ER 流体の高い制御性を得るためには，正確な

ER 効果と流れの形態のモデル化，その解の性

質が必要なため，さらなる研究の発展が求め

られていた．このような問題に対し，近年， 

ER 効果と流れの形態のモデル化の研究が進

み，非標準の増大条件をもつ楕円型微分方程

式の解空間が重要な役割を持つことが明ら

かになった．ここに，この解空間が，変動指

数をもつ関数空間（一般化された Lebesgue

空間，一般化された Sobolev 空間）である． 

 
２．研究の目的 

本研究では，変動指数をもつ関数空間の研

究とER流体の研究のさらなる発展のために，

距離空間上の２つの変動指数をもつ関数空

間の必須の基礎的条件を解明し，この分野の

世界的なスタンダードを築くことを目的と

する．具体的には，次の計画の実現を目指す． 

(1) n 次元ユークリッド空間では Sobolev 空

間に対応する２つの変動指数をもつ Hajlasz

空間の諸性質，Poincare の不等式，連続関数

の稠密性，容量の性質などの研究を行う．  

(2) 距離空間上の２つの変動指数をもつ関

数空間における極大作用素の有界性につい

て研究を行う． 

(3) (2)が保障されるのであれば，極大作用

素の有界性を利用することで，距離空間上の

２つの変動指数をもつ関数空間に対する

Riesz ポテンシャルの Sobolev の不等式につ

いて研究を行う． 

(4) (3)と関連して，２つの変動指数をもつ

Hajlasz 空間に対する Sobolev の不等式につ

いて研究を行う． 

 
３．研究の方法 

距離空間上の２つの変動指数をもつ

Hajlasz空間について，下限に達するHajlasz

微分の存在，Poincare の不等式，連続関数の

稠密性，容量の性質を示す．また，n 次元ユ

ークリッド空間や従来のp乗可積分空間の議

論を応用することにより，距離空間上の２つ

の変動指数をもつ関数空間における極大作

用素の有界性を示す．さらにその応用として，

距離空間上の２つの変動指数をもつ関数空

間に対する Riesz ポテンシャルの Sobolev の

不等式を示すことにより，２つの変動指数を

もつ Hajlasz 空間に対する Riesz ポテンシャ

ルの Sobolev の不等式を示す． 

 
４．研究成果 

当初の研究計画では，２つの変動指数をもつ

Hajlasz 空間について，様々な諸性質

（Poincare の不等式，連続関数の稠密性，容

量の性質）や極大作用素の有界性などについ

て研究を行い，その応用として，２つの変動

指数をもつ Hajlasz 空間に対する Riesz ポテ

ンシャルのSobolevの不等式について研究を

進めていく予定だったが，同時期に研究を進

め て い た ユ ー ク リ ッ ド 空 間 上 の

Musielak-Orlicz 空間の研究が応用可能であ

ることが判明したため，２つの変動指数をも

つ Hajlasz 空 間 で は な く ，

Musielak-Orlicz-Hajlasz 空間に対して，当

初の研究目的であるRieszポテンシャルに対

するSobolevの不等式について研究を行った．

ここに，Musielak-Orlicz 空間はこれまでの

Lebesgue 空間や Orlicz 空間だけでなく，変



動指数をもつ Lebesgue 空間，当初の研究対

象であった２つの変動指数をもつ関数空間

などを拡張した関数空間であるため，本研究

で得られた関数空間の性質やSobolevの不等

式などは，様々なタイプの楕円型微分方程式

の解の存在や正則性の研究に応用されるこ

とが期待される．さらには，上記の研究成果

を基に，Musielak-Orlicz-Newtonina 空間に

対しても様々な諸性質（連続関数の稠密性，

容量の性質，Lebesgue 点，Fuglede の定理）

の研究を行った．ここにNewtonina空間とは，

Hajlasz 空間と同様に，n 次元ユークリッド

空間ではSobolev空間に対応する関数空間で

ある．  

 これらの研究成果により，正確な ER 効果

と流れの形態のモデル化，その解の性質の研

究が進み，宇宙開発だけではなく，ブレーキ，

クラッチなどの応用デバイス開発，または，

次世代フルードパワーシステムなどの多く

の分野で実用化・製品化されることを期待す

る．  

 今後の研究展望としては，上記の研究成果

をいかし，距離空間上の Musielak-Orlicz 空

間における Dirichlet integral の最小値問

題の解の存在などを研究していきたい． 
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