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研究成果の概要（和文）： 
ヒルベルト空間における自己双対錐から自然に導かれる作用素不等式の性質を調べ、その結果
を固体物理学におけるいくつかのモデルに適用した。応用例として Holstein-Hubbard model、
SSH model、Frohlich model が挙げられる。具体的に得た結果は、１次元 Holstein-Hubbard 
model や SSH model において、基底状態が一意になること、その結果として、基底状態の磁
気的な特性が明らかなったことが挙げられる。 
 
研究成果の概要（英文）： 
Self-dual cones in the Hilbert space naturally induce useful operator inequalities. 
We studied mathematical aspects of the inequalities and applied these to the condensed 
matter physics. For instance, the Holstein-Hubbard, SSH and Frohlich models are   
investigated from the viewpoint of our operator inequalities. We showed that ground states 
are unique in the Holstein-Hubbard and SSH models. This reveals interesting  magnetic 
structures  in  the ground states. 
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１． 研究開始当初の背景 

PerronとFrobeniusにより発見された、
線形代数学における定理「非負行列 A は
既約ならば、最大固有値は一意的（縮退
しない）であり、最大固有値の固有ベク
トルの成分はすべて正に取ることが出
来る」は、その単純さと美しさにより、 
現在では理論系の研究者の多くに知ら
れている。この Perron-Frobenius の定
理は、古くから物理学において多くの実
り多い結果をもたらしてきた。例えば、

Lieb-Mattis による、一次元電子系のエ
ネルギーの順序付けの研究において、基
底状態の一意性が重要な役割を演じる。 
その証明の際に、彼等が用いた技巧も形
は違えども、Perron-Frobenius の定理
そのものであった。 
この定理とは別に、構成的場の量子論

に起源をもつ、スピン鏡映正値性という
概念は強相関電子系の解析などに応用
され、成功を収めてきた。例えば、量子
スピン系における相転移の証明に初め
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て到達したのは、スピン鏡映正値性を駆
使したグループであった。その適用には、
幾分厳しい制約が課せられるが、適用で
きれば様々な結果が導き出せるという、
強力な方法であることが今日では認識
されている。 
一方で、Perron-Frobenius の定理と

スピン鏡映正値性は全く独立した概念
であると思われてきた。これは発展の歴
史や背景を考えれば、無理からぬことだ
と言えるだろう。この一見無関係な二つ
の理論に統一的な構造があるというこ
とを垣間見せてくれたのが、Lieb による 
Hubbard model における基底状態の磁
性の研究である。Lieb による Hubbard 
model の解析は、ハミルトニアンのもつ
特性をスピン鏡映正値性の観点から解
き明かしたものである。その証明は、
Perron-Frobenius の定理と等価であっ
た、前述の Lieb-Mattis の理論を思い起
こさせるものであり、二つの理論の間に
ある、ある種の統一的な構造を垣間見る
ことが出来る。 

 
 
２． 研究の目的 

本研究の目的は、これまで独立した概念
と思われてきた、Perron-Frobenius の
定理とスピン鏡映正値性の間の関連性
を明らかにし、そうして得た知見を固体
物理学のモデルに応用することである。 
特に、電子・格子相互作用系への応用を
念頭に置いた理論構築を行う。電子・格
子相互作用系への Perron-Frobenius の
定理やスピン鏡映正値性の応用は、これ
までに何人かの研究者が試みているが、 
電子と格子の相互作用に強い制限を課
した状況での結果しかなかった。本研究
では、このような制限のない技巧を開発
することも一つの主目的である。 

 
 
３． 研究の方法 

Perron-Frobenius の拡張の主な方向性
は、２乗可積分な関数全体のなすヒルベ
ルト空間において、正値保存作用素や正
値改良作用素を議論していた。また、非
可換な L^2 空間への拡張もあるが、制約
が強く、具体的な応用にはあまり適して
いなかった。そこに現れたのが、 
Faris による Perron-Frobenius の抽象
化である。Faris 理論では L^2 という構
造は必要ではなく、抽象的なヒルベルト
空間の自己双対錐を基準に理論を構築
してある。抽象性が高い分、これまでの
理論よりも広い領域での応用が見込ま
れるが、その反面、抽象的な設定をチェ

エクするのに幾分の困難がある。 
本研究では、Faris 理論の枠組みの中で、
スピン鏡映正値性の性質を明らかにす
る。Faris 理論は自己双対錐を基本とし
て理論を展開することは前述のとおり
である。さらに、自己双対錐を不変に保
つ線形作用素のなす作用素不等式が、新
たな視点を提供してくれる。この作用素
不等式は作用素の積について閉じてい
るという、著しい性質を持つために様々
な興味深い作用素の関係式を導くこと
が可能になる。このように Faris 理論を
作用素不等式の理論として見直し、理論
を拡張した点は本研究の独自な方法で
あり、かつ結果の一つでもある。スピン
鏡映正値性は、見方を変えると拡張され
た Faris 理論の枠内で取り扱うことが出
来ることが分かる。拡張された枠組みの
中で再解釈されたスピン鏡映正値性の
概念を更に発展させ、得られた知見を固
体物理学におけるいくつかの模型に適
用した。一言で表すならば、スピン鏡映
正値性を新しい作用素不等式で表現し、
発展させたということである。 
 
 

４．研究成果 
  スピン鏡映正値性の応用の中で、最も重

要な結果のひとつである、Hubbard モデ
ルに関する Lieb の定理を、拡張された
Faris 理論の観点から整備した。Lieb に
よる原論文では、ハミルトニアンの性質
を巧みに使った基底状態の一意性の証
明が与えられている。我々の理論では、 

  ハミルトニアンに付随する熱半群を考
え、その経路積分による評価を行う。 
その際に、電子間のクーロン斥力が負に
なるという仮定が必要になるが、電子が
住んでいる格子がbipartiteであるなら
ば、適切なユニタリー変換を施すことに
より、この仮定が実際に満たされている
ことをチェックできる。 
得 ら れ た 結 果 を Holstein-Hubbard 
model や SSH model といった，電子格子
系に応用した。このことにより、これら
の模型における基底状態の一意性が明
らかになり、その結果、基底状態におけ
る磁気的な特性が明らかになった。具体
的には以下の通りである。 
（１） １次元 Holstein-Hubbard model 
１ 次 元 電 子 系 は 通 常 の
Perron-Frobenius の定理の恰好の応用
の場所であった。これは Lieb-Mattis に
より認識された。本研究では、１次元電
子 ・ 格 子 相 互 作 用 系 を 記 述 す る
Holstein-Hubbard model を考察した。こ
の模型は電子と格子の相互作用がある



ために、Lieb-Mattis による標準的な方
法では扱えない。このモデルを調べたの
は、まさにこの点によるもので、我々が
発展させた不等式理論が既存の理論で
は扱えないモデルにまでを拡張できる
かという点を確認したかったからであ
る。結果は、この模型でも基底状態は一
意であり、基底状態が正の値を取ること
により、磁気的順序付けが起こるという
ものであった。これは Lieb-Mattis の結
果の自然な拡張である。我々の結果にお
いて、クーロン力の強さや電子格子間の
相互作用の強さには一切制限が付かな
い。 
（２） SSH model 
SSH model も１次元電子・格子相互作用
系を記述するよく知られたモデルであ
る。SSH model に関して少し詳しく述べ
ると、この模型は hopping matrix が格
子変数に依存しており、既存の解析方法
では取り扱いが難しかった。このような
理由により、数学的に厳密な結果はほと
んどなかった。我々はこの困難を克服す
る方法を考案した。具体的には、ハミル
トニアンの生成する熱半群を考察し、そ
の高温展開を考える。ここまでは、
Hubbard model と同じ手続きなのだが、 
Hopping matrix の格子依存性により、 
Hubbard model では使えた率直な評価が 
適用できなくなる。そこで、格子部分も 
経路積分表示して、確率論的な考察も組
み合わせた評価方法を開発した。その結
果、ハミルトニアンの生成する熱半群は
正値改良性を持つことがわかり、拡張さ
れた Faris 理論により、基底状態の一意
性が従う。このことにより、基底状態は 
擬スピン作用のゼロ固有ベクトルにな
っていることが分かる。これらの結果は、
これまでに知られていなかったもので
ある。 
（３）Peierls 不安定性 
１次元 Frohlich 模型において、Peierls
不安定性が現れることを数学的に厳密
に示した。Peierls 不安定性とは、１次
元電子・格子系においてエネルギー的に
最も低い格子配置は周期 a(a は格子間
隔)ではなくて2aであると述べることが
できる。従って、周期 aの格子に電子を
置くとエネルギー的に不安定になるの
である。これまでの Peierls 不安定性の
研究では、格子変数を古典的に取り扱う、
所謂 Born-Oppenheimer 近似を用いたも
のがほとんどであった。我々の方法では、
格子も量子論的に取り扱うことが出来
る。ここで用いられたアイデアのポイン
トは、１次元フェルミ面の対称性と、
particle-hole 変換と呼ばれるユニタリ

ー変換を組み合わせることである。この
二つの特性を組み合わせることにより、
我々が開発した作用素不等式理論を応
用できる。 
（４）その他の結果 

  上記以外にも、ミュンヘン工科大学の
Herbert Spohn 教授と共に非相対論的量子電
気力学で標準的に用いられる、Pauli-Fiertz
模型の研究を行った。中性原子間にはvan der 
Waals 力と呼ばれる引力が働く。これは、原
子間の距離の-６乗に比例する。この共同研
究に先立つ研究で、我々は量子電磁場の効果
まで考慮すると、引力は原子間距離の-７乗
に比例することを経路積分を用いて考察し
た。本研究では適切なスケーリングパラメー
タを取ることにより、引力の強さが原子間距
離の-6乗から-7乗に変化することを示した。 
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