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研究成果の概要（和文）：細胞の増殖過程や細胞内のシグナルのような局所的なプロセス（拡散しない）と細胞の周り
を拡散する化学物質との相互作用から成るパターン形成を記述する反応拡散系について（1）非定数定常解の存在と安
定性、（2）解の時間大域的挙動、の理解に取り組んだ。（1）では、定数定常解において拡散誘導不安定化を引き起こ
すメカニズムが、すべての非定数定常解をも不安定化させることが分かった。（2）では、ある空間非一様な初期値に
対応する解が、有限もしくは無限時間で爆発することを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：There are some mathematical models of a pattern formation arising in processes des
cribed by a system of a single reaction-diffusion equation coupled with an ordinary differential equation.
 Such systems arise from modeling of interactions between cellular processes and diffusing growth factors,
 and exhibit the diffusion-driven instability. 
In this study, a general reaction-diffusion-ODE system with a single diffusion operator is considered. Fir
st, I studied the instability of inhomogeneous stationary solutions. It was shown that a certain natural (
autocatalysis) property of a system led to instability of all inhomogeneous stationary solutions. Next, I 
considered a possible large time behavior of solutions. It was seen that space inhomogeneous solutions of 
the system became unbounded in either finite or infinite time, even if space homogeneous solutions were bo
unded uniformly in time.
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１．研究開始当初の背景 
自然界に見られるパターン形成のメカニズ

ムを理解することは、数理生物学におけるも

っとも興味深い問題の一つであり，1952 年に

A. Turing が「拡散誘導不安定化」のアイデ

ィアを提唱してから，反応拡散系を用いた数

学からのアプローチが盛んに行われている．

今日では，様々な現象に対してパターン形成

の数理モデルとしての反応拡散系が提唱され

ているが，その多くがTuringのアイディアに

基づいている．Turingのアイディアに基づく

反応拡散系は，一般に次のような方程式系で

表される： 
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例えば，未知関数 ),( txuu  が活性因子，

),( txvv  が抑制因子と呼ばれる化学物質の

濃度を表すとき，これは活性因子－抑制因子

系と呼ばれ，パターン形成の数理モデルとし

てよく用いられている．活性因子－抑制因子

系では D 0 が仮定され，抑制因子が活

性因子よりも速く拡散し，空間領域遠方での

活性因子の生産を抑制することで，自己増殖

作用をもつ活性因子の濃度が局所に集中する

空間パターンが得られることが期待されてい

る． 

近年では，細胞の受容器に化学物質が結合

するプロセスが事の始まりの重要なシグナル

となり得ることが知られてきおり，そのため，

細胞の増殖過程や細胞内のシグナルのような

局所的なプロセス（拡散しない）と細胞の周

りを拡散する化学物質との相互作用から成る

パターン形成の数理モデルを使って，生体内

の現象を巨視的なスケールで理解する研究も

注目され始めている．これらの数理モデルは，

いくつかの常微分型の方程式といくつかの反

応拡散方程式から成り，数値実験結果が多く

示されている．それによると，得られる空間

パターンは初期値に強く依存しているように

見られ，これはTuringのアイディアに基づく

（式１）のような古典的な反応拡散系のダイ

ナミクスとは大きく異なる特徴である．一方，

この方程式系のダイナミクスに関する数学的

解析は，ほとんど成されていない．実際，す

べての式が拡散項を含む（式１）のような反

応拡散系の解析に使用できた手法が使えない

場合もあり，解の有界性を求めることさえ困

難な場合もある．従って，解の存在や有界性

という基本的な問題の解析手法から構築する

必要があり，さらに解のダイナミクスを調べ

るためには，方程式の構造に合わせた解析手

法を探る必要がある． 

 

２．研究の目的 
パターン形成の重要なアイディアである

｢拡散誘導不安定化現象｣に基づく方程式系を

解析し，拡散と物質の相互作用のバランスに

より具体的にどのような空間パターンが生じ

るのか，そのメカニズムは何か，またパター

ンが生じるまでのダイナミクスはどのような

ものか，これらの解明に取り組む．そのため

に，パターン形成の数理モデルとして近年注

目されつつある，常微分型の方程式と反応拡

散方程式の連立系の解のダイナミクス解明を

行う．具体的には，定常解の存在とその安定

性，解の時間大域的挙動の解明に取り組み，

（式１）のような古典的な反応拡散系との違

いを体系的に明らかにする．そして，パター

ン形成に関する理論的結果と実際の現象を照

らし合わせ，どの自然現象にはどのアイディ

アに基づく反応拡散系が対応するのか，より

自然なのか，について考察する． 

 

３．研究の方法 
 常微分型の方程式と反応拡散方程式の連

立系の最も単純な形として，次のような一般

の 2連立系を考える： 
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ここで 0D である．未知関数 ),( txuu  と

),( txvv  は，N次元ユークリッド空間の滑

らかな境界を持つ有界領域内を動く xと
実数 0t の関数で，vはの境界上でノイ
マン境界条件を満たすものとする．f と gは

2C 級の関数とする． 
本研究の前課題では，二つの常微分型の方

程式と一つの反応拡散方程式から成る３連

立系で記述された，発癌初期のガン因子の組

織への侵入を記述した具体的な数理モデル

の解析をすでに行い，定常解の存在とその安

定性についての結果を得ている．その知見を

もとに，具体例で用いた手法や得られた結果

が同様に成立する非線形項の条件を明らか

にし，一般の方程式系（式２）について定常

解の安定性と初期値－境界値問題の解の時

間大域的挙動について考察する． 

定常解の安定性については，まずは線形安

定性を考察する．古典的なパターン形成の数

理モデル（式１）の場合は，線形安定性を示

せば非線形安定性が直接従うこと多い．しか

し，（式２）の場合はそうとは限らない．従

って，（式２）の定常解の非線形安定性を調

べる手法から考察する．（式２）の滑らかな

定常解を考察する場合，考える方程式系は単

独の境界値問題に帰着されることを用いて，

その微分作用素のスペクトルの分布を詳し

く調べる．ここでは，流体力学で用いられて

いる手法を参考にする． 

 解の時間大域的挙動については，まずは拡

散係数 0D を無限大とした極限方程式系

を考察する．数値実験結果から，（式２）に

適当な初期条件を課した初期値－境界値問

題の解の挙動は，初期値の形状に強く依存し

ていると予測される．従って，いくつかの具

体例を考察し，初期値の形状と解の挙動の関

係について理解する．ここでは，数値実験結

果や定常解の安定性など，様々な結果を組み

合わせて解の挙動を予測し，解析手法の構築

から始める．考える極限方程式系は積分の形

の非局所項を含む方程式系になる．まず，い

くつかの例を扱い，非線形項の形に合わせて

具体的な初期値を考察し，解の有界性や時間

大域的挙動を解析する．その後，極限方程式

系で用いた手法を基に， 0D が無限大では

ないが十分大きい場合について考察する． 
 
４．研究成果 
（1）定常解の安定性について 

（式２）の定常解 ))(),(( xVxU として，方程

式 0))(),(( xVxUf をU について解くこ

とができ，すべての x に対しある 1C 級関
数 )(Vkk  が存在して， ))(()( xVkxU  で

与えられる場合を考える．定数定常解はこの

仮定を満たす定常解の一例である．このとき，

非線形項 f がすべての xに対して自己増殖

作用 

（式３） 0))(),(( xVxUfu  

を満たすならば， ))(),(( xVxU は（式２）の

不安定な定常解であることが分かった．これ

より，もし定数定常解が対応する常微分方程

式系の解として漸近安定であり，かつ（式３）

を満たすならば，この定数定常解は拡散誘導

不安定化の性質を持つ．一般には，拡散誘導

不安定化の条件を満たす定数定常解の周りに

安定な非定数定常解が出現することが期待さ

れる．しかし本研究の結果から，（式２）で

は，拡散誘導不安定化が生じるメカニズムと

同様のメカニズムが非定数定常解までも不安

定化することが分わった．（式３）はいくつ

かの具体的な数理モデルで容易に確かめるこ

とができる．例えば，資源－消費者型の非線

形項や活性因子－抑制因子型の非線形項を持

つ方程式系で成立する．例えば，古典的なパ

ターン形成の数理モデル（式１）で活性因子

－抑制因子型の非線形項を持つものとしては，

ギーラー・マインハルト系があり，この方程

式系は安定な非定数定常解を持つ．しかし，



同じ非線形項でも（式２）の形になると，す

べての定常解は不安定となり，まったく異な

るダイナミクスになることが明らかとなった． 

（2）解の時間大域的挙動について 

まずは（式２）において D とした極限

方程式系を考える： 
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具体例として，①資源－消費者型の場合，②

活性因子－抑制因子型の場合，③飽和型の非

線形項を持つ発ガンの数理モデルの場合を

考察し，有限時間もしくは無限時間で解の爆

発が起り得ることを明らかにした．例えば①

や②の場合，対応する常微分方程式系の解は

すべての時刻で存在し，かつ一様に有界であ

っても，ある空間非一様な初期値に対応する

（式４）の解は有限時間で爆発することを示

した．一方③の場合は，ある空間非一様な初

期値に対応する（式４）の解が無限時間で爆

発することを示した．さらに，①と②の場合

は，Dが無限大ではないが十分大きい場合に
も有限時間で爆発する解の存在を示すこと

ができ，（1）の定常解の不安定性と併せて（式

２）の形で記述されるパターン形成の数理モ

デルのダイナミクスの理解が進んだ． 

さらに，（式２）の極限方程式系（式４）

を考察したことで，次のことが分かった．古

典的な反応拡散系（式１）で D として

得られる極限方程式系（shadow system と呼

ばれる）の解のダイナミクスは，元々の反応

拡散系でD  が十分大きい場合の解のダイナ
ミクスを良く近似していることが知られてい

る．（式４）は，反応拡散系（式１）で 0
の場合の極限近似と考えることもできる．し

かしこの場合は，小さい 0 を持つ（式１）

の特異極限となっていることが分かった．  
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