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研究成果の概要（和文）：本研究課題の目標は特異点を持つラグランジュ部分多様体のフレアー理論の構成である。ま
ずはじめにそのトイモデルである境界付き多様体上の勾配ベクトル場が境界に沿うモース関数についてのモースホモロ
ジーを考察し、その成果としてライプニッツ則を満たす交叉積を構成することに成功した。しかし本来の目的であった
フレアー理論の構成にはまだ乗り越えるべき困難が多く存在し、それらを解決することが今後の課題である。一方、完
全ラグランジュはめ込みのフレアー理論に関してはその応用として置換エネルギーと擬正則円盤のシンプレクティック
面積の間のある不等式を得ることに成功し、またその周辺に関していくつかの予想を得ることができた。

研究成果の概要（英文）：The purpose of this research is to construct Floer theory for singular Lagrangian 
submanifolds. To begin with, the researcher considered Morse functions on manifolds with boundary whose 
gradient vector fields are tangent to the boundary. Then he defined Morse complex for such Morse 
functions and succeeded in getting intersection products, which satisfies the Leibniz rules. But there 
are still many difficulties to construct Floer theory for singular Lagrangian submanifolds, and we would 
expect more future works. On the other hand, the researcher proved an inequality of symplectic 
displacement energy for exact Lagrangian immersions as an application of Floer homology for Lagrangian 
immersions, and moreover, we obtain some new conjectures.

研究分野： ラグランジュ部分多様体のフレアー理論
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１．研究開始当初の背景 
 
(1) 滑らかなラグランジュ部分多様体のフレ
アー理論は既に多くの研究結果が得られて
いたが、一方特異点を持つラグランジュ部分
多様体はホモロジー的ミラー対称性やアテ
ィア・フレアー予想などに自然に現れ応用上
も重要であるにも関わらず、それらのフレア
ー理論はほとんど手つかずのまま研究され
ていなかった。 
 
(2) もっとも単純でかつ重要な特異点を持つ
ラグランジュ部分多様体の例としてラグラ
ンジュはめ込みが挙げられる。ラグランジュ
はめ込みのフレアー理論の研究にはじめて
組織的に取り組んだのは本研究代表者によ
る[1][2]であり、他には Chekanov およびそ
の周辺の研究者らによるルジャンドル部分
多様体の接触ホモロジーの研究がある。 
 
(3) ラグランジュはめ込みより複雑な特異点
を持つラグランジュ部分多様体のフレアー
理論の構築が期待されていた。 
 
(4) 一方、Eliashberg--Givental--Hofer らに
より凹型の無限遠を持つ非コンパクトなシ
ンプレクティック多様体における擬正則曲
線の理論が提唱されており（いわゆるシンプ
レクティック場の理論 [3] 他）、これは
Chekanov の接触ホモロジーとも密接に関わ
っている。 
 
(5) また滑らかなラグランジュ部分多様体
のフレアー理論はFuyaka--Oh--Ohta--Onoら
の一連の研究（[4]他）により完全な解答が
出されており、擬正則円盤のモジュライ空間
からA無限大代数のホモトピー論が代数構造
として現れる。 
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２．研究の目的 
 
(1) 特異点を持つラグランジュ部分多様体
のフレアー理論の構成。これは将来的な目標

であり、現時点ではかなり漠然としている。 
 
(2) その準備として凹型の無限遠を持つ非コ
ンパクトなシンプレクティック多様体とそ
の中のルジャンドルエンドを持つラグラン
ジュ部分多様体のフレアー理論を研究する。
これは特異点の補集合を想定している。具体
的にはその場合の擬正則曲線のモジュライ
空間の構成と、そこから得られる代数的な構
造の解明。 
 
(3) さらにそのトイモデルとして境界付き多
様体上で勾配ベクトル場が境界に接するよ
うなモース関数のモースホモロジーおよび
交叉積の構成。そしてさらに高次の積構造
（モースホモトピー）の構成へ。 
 
(4) 凹型の無限遠を持つ非コンパクトなシン
プレクティック多様体の中のルジャンドル
エンドを持つラグランジュ部分多様体のフ
レアー理論とラグランジュはめ込みのフレ
アー理論の比較・関連を調べる。 
 
(5) ラグランジュはめ込みのフレアー理論の
応用を模索する。 
 
３．研究の方法 
 
(1) 凹型の無限遠を持つ非コンパクトなシン
プレクティック多様体における擬正則曲線
の振る舞いもしくはモジュライ空間のコン
パクト化と、境界付き多様体上の勾配ベクト
ル場が境界に接するモース関数の勾配曲線
のモジュライ空間のコンパクト化の類似点
を観察し、そこから何らかの代数構造を導き
出す。基本的には閉シンプレクティック多様
体におけるラグランジュ部分多様体のフレ
アー理論の拡張になるようにバブルが起き
ないという強い仮定の下で A 無限大代数の
導出を目指す。 
 
(2) Fukaya による閉多様体のモースホモト
ピーを参考に上記境界付き多様体上のモー
ス関数についてモースホモロジーおよび交
叉積、そしてさらに高次の積構造を模索する。 
またその際に境界に住んでいるサイクルの
交叉を横断的にするための摂動方法を開発
する。 
 
(3) ラグランジュはめ込みのフレアー理論の
応用として、Chekanov によるラグランジュ
部分多様体の置換エネルギーに関する研究
を精査し、それをラグランジュはめ込みに拡
張することを試みる。またそこから得られる
不等式の等号が成立する例を見つけ出し、理
論の順当性を確立する。 
 
４． 研究成果 
 
(1) 境界付き多様体において勾配ベクトル



場が境界に接するモース関数によるハンド
ル分解が得られた（[1]）。そしてそのハンド
ル分解から定義されるモースホモロジーが
absolute な特異ホモロジーと同型になるこ
とが示された。 
 
(2) 上記境界付き多様体のモース複体上に
交叉積を構成し、その交叉積がライプニッツ
則を満たすことを確認した。特に境界におけ
るサイクルの交叉を横断的にするための摂
動を代数的に処理する方法を開発した。これ
は凹型の無限遠を持つ非コンパクトなシン
プレクティック多様体におけるルジャンド
ルエンドを持つラグランジュ部分多様体の
フレアー理論でも活用出来ると期待される
（[2]）。 
 
(3) しかしその一方で交叉積の記述は組み
合わせ的に非常に複雑になることが判明し、
さらに高次の積構造を記述する場合には何
らかの他の方法が必要になることが予想さ
れ今後の課題である。 
 
(4) ラグランジュはめ込みのフレアー理論
の応用として完全ラグランジュはめ込みの
置換エネルギーに関するある不等式が得ら
れた（[3]）。具体的には完全ラグランジュは
め込みの置換エネルギーが、1 点でのみ不連
続な境界値の持ち上げを持つ擬正則円盤の
シンプレクティック面積の下限で下から評
価できるというものである。またここで得ら
れた不等式の等号が成立する例を探したが
見つからず、その結果新たな予想（不等式）
を立てるに至り今後の研究課題である。 
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