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研究成果の概要（和文）：本研究では連立非線形シュレディンガー方程式の解構造の研究を摂動問題の観点から変分法
を用いて行った。2つの方程式から成る連立非線形シュレディンガー方程式においては、半正値解と呼ばれる解の多重
存在を示した。n本の方程式から成る連立非線形シュレディンガー方程式に対しては、相互作用の項の係数がすべて負
のとき、指定した成分関数は丁度1回符号変化し、それ以外の成分関数は正であるような半正値解の存在を証明した。 
3本の方程式から成る連立シュレディンガー方程式においては、二つの相互作用の項の係数が負で、ひとつの相互作用
の項の係数が正のとき、エネルギー最小正値解の存在を示した。また、正値解の多重存在も示した。

研究成果の概要（英文）：This research is concerned with perturbation problem for the nonlinear elliptic 
partial differential systems with variational structure. I showed the multiple existence of semi-positive 
solutions for the nonlinear Schrodinger systems which consists of two equations. I also showed the 
existence of semi-solutions for the nonlinear Schrodinger systems which consists of n equations. That 
semi-positive solution changes sign exactly once for any chosen components and that is positive for the 
other components. Moreover, I also studied the nonlinear Schrodinger systems which consists of three 
equations. In particular, I consider the case where the coefficient of two coupling terms are negative 
and the coefficient of one coupling term is positive. Then I showed existence of a least energy positive 
solution and the shape of the solution. Moreover, I showed the multiple existence of positive solutions.

研究分野： 偏微分方程式

キーワード： 変分法　摂動法　非線形楕円型偏微分方程式
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１．研究開始当初の背景 
(1) 非線形シュレディンガー方程式の定在
波解を記述する非線形楕円型偏微分方程式
の研究では、プランク定数に対応する係数を
パラメータとして極限に近づけると、ポテン
シャル関数の臨界点の近くにピークをもつ
ような解が存在することが知られている。こ
のピーク解に関しては次のことが分かって
いる。 
 
① ある点の近くにピークをもつ解が存在す

るとしたら、それはポテンシャル関数の
臨界点でなければならない。 

 
② もしマルチピーク解が存在すれば、その

解の形状は各臨界点の周りではシングル
ピーク解に近い形状をしている。 

 
そこで、逆にポテンシャル関数の指定された
１つあるいは複数の臨界点の近くにピーク
をもつような解が構成できるか、という問題
は摂動問題の基本的な問になっている。この
問題は、マルチピーク解に着目すると、指定
されたシングルピーク解を繋ぐようなマル
チピーク解は構成できるか、と言い換えるこ
ともできる。このような解の研究は Floer, 
Weinstein, Oh らによって始められ、Byeon, 
del Pino, Felmer, Rabinowitz, Wang など多
くの研究者によって研究されている。従来の
研究では、マルチピーク解を構成する場合、
各ピークの形状が同種のものを扱う場合が
多かった。 
 
(2) 私のこれまでの研究の特徴の一つは、各
ピークの形状が本質的に異なるようなマル
チピーク解を構成しているところにあった。
私と田中和永教授の論文(2009)では、ポテン
シャル関数が二つの井戸をもつような形を
している状況を仮定し、二つの井戸の底にピ
ークをもつようなマルチピーク解を構成す
る構成問題を扱った。この方程式では、パラ
メータを極限に近づけたときに、それぞれの
井戸の底において、よく知られた極限方程式
の解に近づくことが Bartsh-Wang(2010)によ
って考察されている。特に、この極限方程式
は可算無限個の非自明解をもつことが知ら
れている。そこで、我々は与えられた極限方
程式の解のペアに対して、その解のペアに近
づくようなマルチピーク解は構成できるか
という構成問題を考え、部分的な答えを得た。
部分的な答えとは、一方の井戸では対応する
極限方程式のエネルギー最小解に近づき、他
方の井戸では対応する極限方程式のエネル
ギーの大きな解に近づく解を構成したこと
である。また空間 1次元のときには、極限方
程式の任意の解のペアを繋ぐ、マルチピーク
解を構成できることを示した。 
 
２．研究の目的 
(1) 本研究の目的は、上記の私と田中和永教

授の論文の状況の下で、両方の井戸において
対応する極限方程式のエネルギーの大きな
解に近づく解を構成することである。 
 
(2) 上記のマルチピーク解の構成法を考え
る手段として、連立方程式の摂動問題の研究
を行う。なぜ連立方程式の摂動問題を研究す
るかというと、マルチピーク解の構成問題と
連立方程式の摂動問題を扱うときに対象と
なる汎関数の変分構造には類似性があり、摂
動問題としては連立方程式の摂動問題の方
が自然な問題とみることができるからであ
る。 
 
３．研究の方法 
(1) マルチピーク解の構成問題の摂動問題
としての取り扱い方を整理すると次のよう
になる。 
 
① マルチピーク解の各ピークはそれぞれ対

応する極限方程式の解に近づいていく。 
 
② したがって、もとの方程式（汎関数）は

互いに独立した極限方程式（極限汎関数）
からの摂動だとみなすことによってマル
チピーク解を構成する。 

 
このとき、汎関数に人工的な修正を加えるこ
とで極限汎関数からの摂動とみなし易くな
るが、この人工的な修正のため、摂動の効果
が複雑になってしまう。 
 
(2) 一方、連立非線形シュレディンガー方程
式では相互作用の項の係数をパラメータと
考えた摂動問題を考えると、現れる極限汎関
数の間では対称性の崩れが起こらない。また、
汎関数に人工的な修正をすることなく自然
に極限汎関数からの摂動とみることができ
るため、より自然な摂動問題になっている。
したがって、まずは連立楕円型方程式の摂動
問題の解析を行う方が、摂動によって変分構
造が不変になるための条件や理由の見通し
がよくなるのではないかと考えられる。その
ため、まずは、連立楕円型方程式の摂動問題
を研究する。 
 
４．研究成果 
(1) 変分構造をもつ連立非線形シュレディ
ンガー方程式の相互作用の項の係数をパラ
メータとみた摂動問題の研究を行い、以下の
結果を得た。以下の結果は査読付きの 4つの
国際研究雑誌に掲載された。 
 
① 2 つの方程式から成る連立非線形シュレ

ディンガー方程式の半正値解と呼ばれる
解(一方の成分関数が正で、もう一方の成
分関数が符号変化するような解)の多重
存在について研究し、相互作用の項の係
数が負のとき、少なくとも可算無限個の
半正値解が存在することを示した。また、



相互作用の項の係数が正で 0 に近づくに
つれて、あるいは、無限大に発散するに
つれて、半正値解の個数が増えていくこ
とを示した。 

 
② n 本の方程式から成る連立非線形シュレ

ディンガー方程式ついて研究し、相互作
用の項の係数が負のとき、指定した成分
関数は丁度 1 回符号変化し、それ以外の
成分関数は正であるような半正値解の存
在を証明した。また、その解は対応する
符号変化解の中で最小のエネルギーをも
つ解であることを示した。 

 
③ 3 本の方程式から成る連立シュレディン

ガー方程式において、二つの相互作用の
項の係数が負で、ひとつの相互作用の項
の係数が正のとき、正の係数が十分大き
ければ、少なくともひとつ正値解が存在
することを示した。また、そのときの解
の形状についても詳細に解析した。この
結果は、相互作用の項の係数に正の数と
負の数が混じっているときの解の存在と
その形状を最初に調べた結果である。 

 
④ ③で得た解は、たとえ方程式が定義され

た領域が球であったとしても、球対称関
数にならないことに着目し、 (3)と同じ
ような状況の下で、領域が球の場合に正
値解の多重存在を示した。空間次元が 2
の場合、与えられた自然数 k に対して、
パラメータを十分極限に近づければ、k
個の正値解が存在することを示した。空
間次元が 3 の場合、少なくとも 6 個の正
値解が存在することを示した。 

 
(2) 研究期間中にふたつの国際研究集会や
ワークショップでの講演依頼を受け、本研究
の研究成果に関する講演を行った。ひとつは
2014 年に韓国で開催された国際数学者会議
(ICM)のサテライト研究集会、もうひとつは
2015 年に大阪大学で開催された第三回チ
リ・ジャパンワークショップである。またそ
れ以外にも 14 件の学会、研究集会、ワーク
ショップ等において講演を行った。 
 
(3) 本研究による研究成果の一部が認めら
れ、2013 年に大阪市立大学数学研究会特別賞
を受賞した。 
http://www.sci.osaka-cu.ac.jp/math/OCAM
I/news/jyusyo.html 
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