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研究成果の概要（和文）：　強く相互作用する格子上のフェルミオン系・ボゾン系・スピン系の理論的研究を行った。
具体的にはHubbard模型や量子ハードスクエア模型などの基底状態を、Perron-Frobeniusの定理のような数学的な道具
や、関連する模型の可積分性を利用して解析した。その結果、多くの厳密な結果を得ることに成功した。例えば、SU(n
)対称性のあるHubbard模型において、長岡の定理の自然な拡張が成立することを証明した。また、解析的・数値的手法
を組み合わせることで、二次元のVBS状態のエンタングルメント・ハミルトニアンは一次元ハイゼンベルグ模型のハミ
ルトニアンによって非常によく記述されることを明らかにした。

研究成果の概要（英文）：  We have studied a variety of lattice models that describe systems of strongly in
teracting fermions, bosons, and spins. Examples of the models include Bose- and Fermi-Hubbard models, and 
the quantum hard-square model. Various exact and/or rigorous results were obtained by exploiting the integ
rability or using some mathematical tools like the Perron-Frobenius theorem. For example, we have proved a
 natural analogue of Nagaoka's theorem in the SU(n) Hubbard model. We have also studied entanglement spect
ra of solvable lattice models in two dimensions by combining analytical and numerical techniques. The resu
lts obtained suggest that the entanglement Hamiltonian of the valence-bond-solid (VBS) state is well descr
ibed by the one-dimensional Heisenberg model.
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１．研究開始当初の背景 
 
高い対称性をもつ格子模型、たとえば
SU(n)対称性のある Hubbard 模型は、従来は
ラージn極限からの展開を議論するための技
術的な道具と考えられることが多かったが、
近年、冷却原子系において実験的にこのよう
な高い内部自由度をもつ系を実現すること
が可能になってきている。また、通常の
Hubbard 模型は、スピン 1/2 をもつ電子に対
する模型であるが、スピノール自由度をもつ
ボゾン系に対する Bose-Hubbard 模型の性質
も近年盛んに議論されている。これらの系に
おいて、通常の Hubbard 模型において知られ
ている性質がどのように拡張されるのか、今
までに知られていないような新奇量子相が
発現するか、電子系とボゾン系の本質的な違
いは現れるか、などは興味深い問題である。 

 
 また、従来は教科書に現れるだけのトイ・
モデルと考えられていたようなスピン系の
模型も、最近では、光学格子中の Rydberg 原
子などを用いることによって実現できる可
能性（量子エミュレーター）が指摘されてい
る。このような原子系におけるトポロジカル
相や、エニオンなどの新奇粒子の実現可能性
を探ることも興味深い問題である。 
 
２．研究の目的 
 本研究では、上記のような格子上のフェル
ミオン系・ボゾン系・スピン系に対して主に
数理物理的な観点からアプローチする。強相
関電子系への代数的な観点からのアプロー
チは、一次元 Hubbard 模型などの可積分な模
型に対しては非常に有効であることが知ら
れている。このようなアプローチを、より広
いクラスの模型に適用することをひとつの
目的としている。また可解でない模型に対し
ても、演算子に関する不等式などを用いて、
物理的な帰結を厳密に示すことを目指す。 
また、Hubbard 模型からの Heisenberg 模型
の導出のように、複雑な内部自由度をもつ系
の低エネルギー有効ハミルトニアンを系統
的に導出する手法を開発することも重要で
あると考えられる。このような摂動論的な方
法と少数系の数値的対角化などを組み合わ
せて、多角的にアプローチする。 
 
３． 研究の方法 
(1) 不等式などを用いた手法 
「基底状態の波動関数には節がない」とい
う量子力学でよく知られた事実は、線形代数
の言葉では Perron-Frobenius の定理として
定式化することができる。このようなハミル
トニアンの行列としての表示に着目し、量子
多体系の基底状態に関する諸性質を調べる。
また、Gershgorin の定理、半正定値行列の性
質、ミニマックス原理などの演算子に関する
不等式を巧みに組み合わせることで、エネル
ギーギャップの存在証明や、異なる模型の基

底状態エネルギーの比較などを行うことが
できる。 
 
(2) 可解格子模型・可解な場の理論の手法 
一次元 Heisenberg(XXX, XXZ)スピン鎖, 
Hubbard 模型などの格子模型、1+1 次元の
sine-Gordon 模型や massive Thirring 模型は、
Bethe 仮設法を用いて解ける模型であること
が知られている。また、これらが臨界的な場
合、その連続極限は共形場理論により記述さ
れることが知られている。これらの可解格子
模型や場の理論の結果を、いろいろな物理系
に応用する。また、より簡単な自由ボゾン・
フェルミオン系や一次元横磁場 Ising, XY 模
型の結果も多用する。 
 
(3) 数式処理・数値対角化を用いた手法 
 複雑な内部自由度をもつ系の低エネルギ
ー有効ハミルトニアンを導出するには、縮退
のある場合の摂動論が有用である。これを
Mathematica の数式処理機能を用いて「解析
的」に実行する。また少数系の数値対角化を
用いて、いろいろな予想を立てながら研究を
進めることは、数理物理的研究においても大
変有用である。さらに、エネルギーギャップ
の存在証明などに少数系の結果を応用する
ことができる（computer-assisted proof）。 
 
(4) エンタングルメント 
 近年、エンタングルメントを用いて量子多
体系を特徴づけることが盛んに試みられて
いる。このような中で、特に基底状態の密度
行列に対するエンタングルメント・エントロ
ピーやエンタングルメント・スペクトル（部
分系の密度行列の固有値分布）が重要な役割
を果たすことが明らかになりつつある。本研
究では、これらを数値的・解析的に計算する
ことにより、量子多体系の基底状態を調べる。 
 
４． 研究成果 
(1) Bose-および Fermi-Hubbard 模型 
通常の電子系の Hubbard 模型では、全電子
数が全格子点数よりひとつ少なく、斥力が無
限 大 の 場 合 に 、 格 子 が connectivity 
condition というものを満たせば、基底状態
のスピンは完全偏極していること（長岡の定
理）が知られている。この結果の自然な拡張
を、SU(n)対称性のある Fermi-Hubbard 模型
において、Perron-Frobenius の定理を用いて
示した。この場合の基底状態は、内部自由度
の置換に関して完全対称な状態である。また、
SU(6)の場合に、この状態を観測する実験的
なスキームの提案を行った(論文[7])。 
 スピノール自由度をもつ Bose-Hubbard 模
型の基本的な性質も調べた。その結果、基底
状態はスピンに依存する相互作用の符号に
応じて、i) 強磁性, ii) スピン一重項, iii) 
SU(3)強磁性, となることを厳密に証明した。
これらは、従来は特定の占有数の場合に、有
効スピン模型を用いて議論されていたもの



を、元の Bose-Hubbard 模型で、より一般的
な状況に拡張したものである。(論文[6]) 
 平坦なバンドをもつ梯子格子上の
Bose-Hubbard 模型の、基底状態の性質を調べ
た。特に、ボゾンのペアの自由度を基本自由
度とみなすことで、低エネルギーの有効模型
が可積分なXXZスピン鎖になることを示した。
その結果、平坦バンドの占有数に応じて、i) 
Wigner 結晶相, ii) ボゾンのペアの朝永
-Luttinger 液体相, iii) 両者の共存相, が
実現することを明らかにした。(論文[3]) 
 さらに、Bose-Hubbard 模型の相互作用無限
大の極限と考えられる、ハードコアボゾンの
模型の基底状態と、全く同じ格子上の自由フ
ェルミオン系の基底状態のエネルギーの比
較を、ミニマックス原理などの不等式を用い
た手法により行った。その結果、ホッピング
にフラストレーションが存在する場合には、
ボゾン系の基底状態エネルギーの方が、フェ
ルミオン系のそれより下がる場合があるこ
とを、具体例を構成して示した。(論文[4]) 
 
(2) 量子ハードスクエア模型 
Lesanovsky により提案されていた、一次元
光学格子中の Rydberg 原子系の有効模型は、
パラメタ―をうまく選ぶと、別の文脈で議論
されていた相互作用するFibonacciエニオン
系と等価になることを示した。(論文[8]) 
また別のパラメタ―では、この模型はフラ
ストレーション・フリーとなり、基底状態と
幾つかの励起状態を求めることができるが、
この場合にエネルギーギャップが存在する
ことをKnabeの方法を用いて厳密に証明した。
(論文[2]) 
Lesanovsky の模型は二次元格子上でも定
義することができ、これはハードスクエア模
型とよばれる古典統計力学模型の量子版と
考えられる。この模型の基底状態におけるエ
ンタングルメントを数値的に調べ、エンタン
グルメント・ハミルトニアンと対応する共形
場理論の関係を明らかにした。特に梯子状の
三角格子の場合に、c=4/5 の二次元３状態
Potts 模型のユニバーサリティクラスに対応
すること、対応するエンタングルメント・ハ
ミルトニアンが可積分であることを明らか
にした。（論文[9]） 
 
(3) 一次元量子臨界系のサイン二乗変形 
 開放端を持つ一次元量子臨界系のハミル
トニアンを、サイン二乗関数により変調した
系の基底状態は、一様周期系の基底状態と非
常によく一致するということが先行研究（H. 
Hikihara and T. Nishino, Phys. Rev. B 83, 
060414 (2011)）において数値的に明らかに
されていたが、この結果を XY スピン鎖の場
合について厳密に証明した。（論文[19]） 
 さらに、横磁場 Ising 鎖・Dirac フェルミ
オン系についても同様に、一様周期系とサイ
ン二乗変形を施した系の基底状態が等価で
あることを示した。さらに、サイン二乗変形

したハミルトニアンは、連続極限で Virasoro
代数の生成子で表現できることをを仮定す
ると、これらの結果を統一的に説明できるこ
とを明らかにした。（論文[14]）この結果は、
数値計算において、サイン二乗変形を用いる
ことの妥当性を保証する点で重要である。ま
た自由フェルミオンの場合について、二次元
以上への一般化も議論した。（論文[17]） 
 これらの結果は、日本物理学会誌および雑
誌・数理科学において、和文で広く一般の読
者に公表している。（論文[5, 12]） 
 
(4) 二次元量子系のエンタングルメント 
 先行研究において、ギャップのある系のエ
ンタングルメント・スペクトルと、境界をも
つ系の物理的な端状態の間の関係が指摘さ
れていた（H. Li and F. D. M. Haldane, Phys. 
Rev. Lett. 101, 010504 (2008); D. 
Poilblanc, Phys. Rev. Lett. 105, 077202 
(2010) ） が 、 こ れ を 二 次 元 の
Affleck-Kennedy-Lieb-Tasaki 模型の基底状
態であるvalence-bond-solid状態において、
解析的な手法・モンテカルロ計算・数値的対
角化を組み合わせて調べた。その結果、この
系のエンタングルメント・スペクトルは、一
次元 Heisenberg スピン鎖のエネルギー・ス
ペクトルと非常によく似ていることを明ら
かにした。（論文[16]） 
 元々の Li と Haldane の仕事は、二次元の
トポロジカル秩序をもつ系の典型例である、
量子ホール系のエンタングルメント・ハミル
トニアンを調べたものであるが、彼らの予想
を境界のある共形場理論の観点から調べた。
その結果、数値的研究によって得られていた
エンタングルメント・スペクトルは、共形場
理論における石橋状態によって自然に説明
できることを明らかにした。また実際に、自
由フェルミオンの場合について、これが正し
いことを示した。（論文[15]） 
 
 この他に、非自明な Chern 数をもつ平坦な
バンドと格子系での整数量子ホール効果（論
文[18]）、強磁性絶縁体におけるマグノンに
よる熱ホール効果（論文[13]）、量子スピン
鎖におけるRaman散乱（論文[11]）、Fibonacci
格子上の非線形Schrodinger方程式のマルチ
フラクタル解析（論文[10]）、多成分の非線
形Klein-Gordon方程式のキンク解の構成（論
文[1]）、などに関する研究をおこなった。 
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