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研究成果の概要（和文）：測度の集中現象の観点から非負リッチ曲率を持つ閉リーマン多様体上

のラプラシアンの固有値の性質を東北大学の塩谷隆氏と共同で研究した. 成果として, 非負リ
ッチ曲率を持つ閉リーマン多様体のラプラシアンの第 k固有値は第 1固有値と kだけによる普
遍定数の積で上から押えられることがわかった. その際にリッチ曲率の下限にあたる概念であ
る曲率次元条件の集中位相に関する安定性の結果を得た. これは測度付きグロモフ・ハウスド
ルフ位相に関する曲率次元条件の安定性の拡張に当たる結果である.  
 
研究成果の概要（英文）：We studied properties of eigenavalues of Laplacian on closed 
Riemannian manifolds of nonnegative Ricci curvature. One of our achievements is the k-th 
non-trivial eigenvalue of Laplacian on such manifolds is bounded by the first eigenvalue 
times universal constant depending only on k. In our proof, we obtained a stability result of  
curvature-dimension condition under concentration topology. This result extends the 
known-result that cuvature-dimension condition is stable under the measured 
Gromov-Hausdorff topology.  
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１． 研究開始当初の背景 

 
Li-Yauと Chengによりリッチ曲率の下限の
仮定の下に閉リーマン多様体の直径とラプ
ラシアンの固有値に対して関係式が見出さ
れていた. Li-Yauの不等式は次元に寄らない
のに対して Cheng の不等式では次元の項が

現れる. 一方 Gromovが導入した直径の代替
物である observable 直径を用いるとラプラ
シアンの第一固有値と observable 直径の間
に次元普遍な関係が見い出せることが
Gromov-V. Milman, E. Milmanによって明
らかにされていた. 一方で, 測度距離空間の
空間には測度付きGromov-Hausdorff位相が
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入っており, 深谷賢治氏や Cheeger-Colding
によってその位相に対するラプラシアンの
固有値の安定性が示されていた. これらは全
て次元が一様に上から押さえられた場合に
示されていたが, Gromov により新たに測度
距離空間の空間に集中位相という測度の集
中現象と測度付きグロモフハウスドルフ位
相を同時に拡張した位相が導入された. この
位相では次元が無限大に発散するような多
様体の列を扱うことが自然に出来る. 特に,  
Gromov-V. Milmanと E. Milmanの結果を
併せると非負リッチ曲率を持つ閉リーマン
多様体の列がこの集中位相に関して 1点から
なる空間に収束することと, その列の多様体
のラプラシアンの第一固有値が無限大に発
散することは同値となることがわかってい
た.  
 
２．研究の目的 
 
測度の集中現象の幾何学と解析学への応用
を本研究の目的としていた. 測度の集中現象
は, 多様体の収束の観点からは 1 点からなる
空間にGromovが新たに導入したobservable
距離に関して収束することと捉えられる . 
observable 距離の定める測度距離空間全体
の上の位相 (集中位相 )は従来の測度付
Gromov-Hausdorff 距離の定める位相よりも
非常に弱いが, Ricci曲率の一様な下限と次元
の一様な上限の仮定の下で, 多様体の列に対
しこれらが定める収束は一致することが知
られている. observable距離の収束では測度
付Gromov-Hausdorff収束では扱えなかった
無限大に発散する自然な多様体の列を取り
扱う事も可能である. 次元が一様に有界とは
限らない閉 Riemann 多様体の Laplacian の
固有値の挙動をこの observable 距離の収束
の言葉を用いて捉え, Laplacian の固有値の
次元普遍な性質を得ることを目標とした.ま
たより大きな問題として, 集中位相でどのよ
うな幾何学的性質, 解析的性質が保たれるの
かということも目標としていた. 特に, 極限
空間がいつ弧状空間になるか, リッチ曲率が
下に有界であるという条件（曲率次元条件）
が保たれるか, ラプラシアンの固有値の安定
性が言えるのかという問題を目標としてい
た.  
 
３．研究の方法 
 
非負リッチ曲率を持つ閉リーマン多様体の
ラプラシアンの固有値の次元普遍な性質を
得るために次元が無限大に発散するような
閉リーマン多様体の列をとり, その列に関
してのラプラシアンの固有値の挙動を調べ
る. 挙動を調べる際に, 多様体の列が収束
している場合が好ましいので, observable距

離に関する収束をみる. この測度距離空間
の間の距離は Gromov によって導入されたが, 
測度付き Gromov-Hausdorff 収束と測度集中
を同時に拡張するような概念となっている. 
この距離が定める位相は集中位相と呼ばれ
る. 閉リーマン多様体の列が集中位相で一
点に収束することは observable 直径が 0 に
収束することと同値となり, これはその列
が測度集中を引き起こしていることと同地
である. さらに Gromov-V. Milman と E. 
Milman の定理を併せると非負リッチ曲率を
持つ閉リーマン多様体の列が集中位相に対
して 1点からなる空間に収束することとその
列の多様体のラプラシアンの第一固有値が
無限大に発散することは同値となる. ラプ
ラシアンの第一固有値とは限らない一般の
固有値の振る舞いは, 測度集中だけでは捉
えることは一般に不可能で, 測度集中の概
念を拡張した概念が必要となる. その際に
測度集中を拡張した二つの概念である集中
位相と separation を研究する. Separation
に関する Cheng-Grigor’yan-Yau の結果を用
いるとラプラシアンの第 k固有値が無限大に
発散する列は observable 直径を一様に制限
すると高々k点からなる測度距離空間に収束
することがわかる. よって, もし極限空間
が連結であることがわかるとその極限空間
は 1点となる. 従って, E. Milman の結果を
用いるとその列の多様体が非負リッチ曲率
を持つならばラプラシアンの第 1固有値が無
限大に発散することがわかるので, 第 k固有
値と第 1固有値の間に次元普遍な関係性を見
出すことができるのである. 従って, 極限
の連結性のみを示せば良いのであるが, こ
れを曲率次元条件 CD(K,∞)の集中位相のも
とでの安定性を示すことによって示す.  
 
４．研究成果 
 
東北大学の塩谷隆氏との共同研究で Gromov
が導入した測度距離空間の空間の位相であ
る集中位相に関する曲率次元条件 CD(K,∞)
の 安 定 性 の 結 果 を 得 た . こ れ は
Lott-Villani, Sturm によって得られていた
測度付 Gromov-Hausdorff 収束に関する曲率
次元条件 CD(K,∞)の安定性の拡張となって
いる. 特に Ricci 曲率の下限を仮定したリー
マン多様体の列の集中位相に関する極限の
連結性を得た. 測度集中の概念を一般化し
た separation という概念とラプラシアンの
第一固有値とは限らない一般の固有値の振
る舞いを比べた Chung-Grigor’yan-Yau の結
果を用いてラプラシアンの第 k固有値が無限
大に発散する閉リーマン多様体の列は高々k
点からなる測度距離空間に集中位相のもと
で収束することを示した. 系として, 第 k固
有値が無限大に発散するような閉リーマン



多様体の列は高々k 点からなる測度距離空間
位集中位相のもとで収束するが, その列の
多様体に非負リッチ曲率を仮定すると極限
空間の連結性がいえるので, E. Milman の定
理とあわせてラプラシアンの第一固有値が
無限大に発散することを示すことができた.  
即ち, 非負リッチ曲率を持つ閉リーマン多
様体の列に対してラプラシアンの第 k固有値
が無限大に発散することと第一固有値が無
限大に発散することが同値となることがわ
かった. このことを用いて, 非負リッチ曲
率を持つ閉リーマン多様体のラプラシアン
の第 k固有値が kだけによる普遍定数と第１
固有値の積により上から押えられるという
次元普遍不等式を得ることができた. 同様
のことが非負リッチ曲率を持つ閉リーマン
多様体の C2 級の境界を持つ有界凸領域のノ
イマンラプラシアンに関する固有値に対し
ても成り立つことを示した. 上記結果を論
文としてまとめ Geom. Funct. Anal.に掲載が
決まった.  
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