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研究成果の概要（和文）： 

 本研究の目標は, 情報通信や統計の分野に応用を持つ組合せ構造である「アダマール行列」
の新たな構成法を提案することであった. 先行研究において, 差集合族と呼ばれる組合せ構造
を用いたアダマール行列の構成法が提案されたが, その多くは有限体上のある差集合に起因す
るものであった. その構成法が他の環上に拡張できることに注目し, アダマール行列と差集合
族に関する既存の理論を拡張・進展させることをテーマとして研究した. 特に差集合族の概念
の一般化を考えることで, ガロア環上での新たな差集合族の構成法を発見し, そこから新たな
アダマール行列の構成法を得ることに成功した. また, 強正則グラフやアダマール型差集合と
いった他の組合せ構造との関係性についても明らかにした.  
 
研究成果の概要（英文）： 
The objective of this research project is to propose new constructions of Hadamard 

matrices. Hadamard matrices have several applications in the research areas of 
Communications, Statistics, etc. In the past researches, several constructions of 
Hadamard matrices have been presented based on difference families, which were obtained 
from difference sets in finite fields. In our research, by generalizing the known 
constructions of difference families using difference sets in finite fields to those in 
commutative rings, we extended both of the theories of Hadamard matrices and difference 
families. In particular, by introducing a new concept generalizing ordinary difference 
families, we found a new infinite series of difference families in Galois rings and a 
new construction of Hadamard matrices using the new ones. Furthermore, we investigated 
the linkage between Hadamard matrices, Hadamard difference sets, and strongly regular 
graphs.  
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正則グラフ・アダマール型差集合 

１．研究開始当初の背景 

 

研究代表者は, 組合せデザイン論などの

離散数学やその情報通信への応用について

興味を持って研究を行ってきた. 本研究対

象であるアダマール行列は, 情報通信や統

計の分野など多方面に応用を持つ組合せ構

造である. アダマール行列の存在性につい

ては, 現在も尚, 組合せ論において大きな

未解決な問題の一つであるが, その問題を

解決する上で, 新たな構成法を提示するこ

とは重要な解決方法の一つである. 一方, 

先行研究において, 「差集合族」と呼ばれる

組合せ構造を利用したアダマール行列の構

成法が多数提案され, 実際に多くの位数で

アダマール行列を生成する手法・理論として

発展している. ここで, 差集合族について

は, 有限群論や有限幾何学の応用的位置付

けとして, 存在・非存在や構成法に関する研

究がなされてきた. また, BIB design といっ

た組合せデザインや情報通信に利用される

様々な系列を構成する手法として発展して

きた.  

これらアダマール行列と差集合族の二つ

の概念は, 全く別の組合せ構造であるが, 

上述のように, 密接な関係があることが知

られている. 特に Sekeres が 1969 年に与え

た特殊な差集合族の構成法とその差集合を

利用したアダマール行列の構成法に着目し, 

そこで用いた手法が一般化可能であるとい

うことを予想し, より多くの差集合族およ

びアダマール行列が得られることを目標と

し研究に着手した. また, その他の組合せ

構造との関係性, 特にアダマール型の差集

合や強正則グラフといった構造との関係性

についても明らかにすることも重要なテー

マとして研究を開始した.  

 

２．研究の目的 

 

Szekeres が得た差集合族からは新しいア

ダマール行列は得られず, 実はそれらは平

方剰余型差集合と呼ばれる組合せ構造から

得られるアダマール行列のクラスと一致す

ることが知られている. よって, Szekeresの

差集合族と平方剰余型差集合の間に何らか

の関係があると予想し, 既に私が得た結果

として, Szekeresの差集合族が, 平方剰余型

差集合からある変形(Szekeres の変形法と呼

ぶ)によって得られることを示した. また, 

一般に, 有限可換環の単数部分群が差集合

をなすとき, Szekeresの変形法の一般化を適

用することで, ある条件下で差集合族が得

られるという新たな構成法を得ることに成

功した. この結果を契機に, 下記で与える

問題が自然と浮かび, この研究課題の着想

に至った.  

 

研究当初に挙げた明らかにしたい事項・目

的について述べる.  

 

(1) アダマール行列を生成する差集合は

平方剰余型差集合以外にも数多く知られて

いる. 私が得た Szekeres の変形法の一般化

を利用した差集合族の構成法をそれらの差

集合へ適用した場合, どのような差集合族

が得られるのか? また, 差集合族が得られ

ない場合, どのような組合せ構造が得られ, 

どのように差集合族の概念を拡張すればよ

いか?   

 

(2) アダマール行列を生成する差集合か

ら得られた差集合族を用いてアダマール行

列を構成する場合は, その逆の順序を辿れ

ば十分である. しかし, Szekeresは, 彼自身

が例として与えた Szekeres の差集合族を大

きく含んだ差集合族のクラスからアダマー

ル行列が構成できることを示した. この類

似として, (1)の差集合族を含む差集合族の

クラスから, アダマール行列が得られるか? 

(つまり, 真に新しいアダマール行列の構成

法が得られるか?) 

 

(3) Whiteman (1971)は Szekeres の差集合

族には含まれない差集合族の構成法を与え

ることで, 平方剰余型差集合からは得られ

ない新しい位数のアダマール行列の無限系

列を与えた. よって, (2)のアダマール行列

の構成法のパラメータや条件を満たし, か

つ, (1)の差集合族には含まれない差集合族

が得られるか? 

 

(4) 差集合族とアダマール行列に関する

理論を, 他の組合せ構造(例えば, あだーる

型差集合や強正則グラフ, アソシエーショ

ンスキームなど)との関係性も含めて拡張し, 

関係性をより明らかにできるか？.  

これらの 4つの問を解決することを研究目

的とした.  

 

３．研究の方法 

 



研究は, 以下の順序で実施した.  

 

(1) 私が既に得た Szekeres の変形法の一

般化を適用させる対象の差集合を, 特に

Yamamoto-Yamada (1988)が得たガロア環上の

差 集 合 に 制 限 し , 研 究 を 行 っ た . 

Yamamoto-Yamada が得た差集合は, 標数 4 の

ガロア環の加法群上で, 指数 2の単数部分群

からなり, 有限体上の平方剰余型差集合の

類似と言えるため, この差集合に我々の

Szekeres の変形法の一般化を適用するのは, 

自然であると思われた. まずは, 計算機を

援用し, 小さな位数でどのような差集合族

が得られているかを確認し, その構造を明

らかにしていくという研究方法を取った.  

 

(2) (1)の研究に基づき, 新たな差集合族

の概念を定義し, その存在性を証明すると

いう流れで研究を行った.  

 

(3) (2)の新たな差集合族の概念を利用し

たアダマール行列の構成法を, (1)の逆を辿

り, さらにそれを一般化し, 新たな構成法

を与えるという流れで研究を行った.  

 

(4) 上記の(1),(2),(3)の研究方法をより

標数の高いガロア環から得られる差集合に

適用し, 手法・結果の拡張を試みた. 特に, 

証明に利用する手法は, 標数 4の場合の証明

とは全く異なる手法を導入しなければなら

ないと予想される. 特に, 研究協力者であ

る山田美枝子教授(金沢大学)と研究打ち合

わせを数回行い, ガロア環上のガウス和や

ヤコビ和といった指標和の計算が必要であ

るということが明らかとなり, ガロア環上

の指標の計算についての研究を行った. 

 

(5) 強正則グラフ・アダマール型差集合・

アソシエーションスキームといった他の組

合せ構造の新たな構成問題に取り組んだ. 

また, アダマール行列も含んだ, これらの

組合せ構造間の関係性について研究を行っ

た. 特に, 計算機を用いてどのような強正

則グラフからアダマール型差集合やアダマ

ール行列が得られるかについて調べ, 研究

を行った.  

 

４．研究成果 

 

平成 23 年度から平成 24 年度の 2年間に以

下のような研究成果を得た.  

 

(1) 研究当初に既に得られていたSzekeres

の差集合族の構成法の一般化を, 

Yamamoto-Yamadaの標数4のガロア環上の差集

合に適用した場合, どのような組合せ構造(

差集合族)が得られるかを計算機を援用しな

がら調べ, 予想していた通り差集合族の概念

を一般化させた構造であるグループ分割型差

集合を成すことを証明することに成功した. 

この結果は, 新たなパラメータを持つグルー

プ分割型差集合族の無限系列が得られるとい

う点で重要である.  

 

(2) Yamamoto-Yamadaの差集合はアダマー

ル型と呼ばれ, 直ちにアダマール行列が構成

できることが知られている. このことに注意

し, 我々の得たグループ分割型差集合族の構

成法の逆をたどることで, 差集合族の存在性

を仮定したアダマール行列の構成法が得られ

た. ただし, パラメータを一般化することが

でき, これによって, 「新しいアダマール行

列の構成法を提示する」という研究目標を達

成できた. この研究に関する結果について, 

現在金沢大学の山田美枝子教授と共同で論文

を執筆し国際学術誌へ投降した.  

 

(3) Zhejian大学(中華人民共和国)のFeng

准教授，Delaware大学(アメリカ合衆国)の

Xiang教授との共同研究で, アダマール行列

を生成するアダマール型差集合と呼ばれる差

集合の構成法の提案を行った. 特に, skewと

呼ばれる特別な構造を持つものについて研究

を行った. skewアダマール型差集合は, つい

最近まで, 数十年の間平方剰余型差集合とい

う特別なものしか知られていなかったが, 今

回の我々の研究で, その平方剰余型差集合と

は非同型のskewアダマール型差集合を発見し

, 新たなアダマール行列の構成法を得た. こ

の結果は, 計算機の援用と有限体上のガウス

和と呼ばれる指標和の計算に基づいており, 

代数的整数論の視点からも興味深い結果であ

ると言える.この結果についても, Feng氏と

Xiang氏との共同で論文を執筆し, 国際学術

誌へ投降した. 

 

(4) アダマール行列の構成問題と密接な

関係を持つ強正則グラフと呼ばれる組合せ

構造について研究を行った. 特に有限体の

相対ガウス和と呼ばれる指標和の計算を行

い, 有限体上の強正則グラフの新たな構成

法を与えることに成功した. 特に, 条件を

満たす良い強正則グラフが一つあればそこ

から無限系列が得られるという再帰的構成

法を与えた. また, 強正則グラフとskewア



ダマール型差集合との関係についても計算機

を用いて調べた. 特に, 特別なパラメータで

強正則グラフとskewアダマール型差集合の存

在性が一致していることを示した. この結果

は, 単著で論文を作成し既にEuropean 

Journal of Combinatoricsという国際学術誌

に掲載された.  

 

本研究における研究成果は概ね当初の予

定通りの成果を得られたと考えている.  

特に標数 4のガロア環から差集合族の概念の

一般化であるグループ分割型差集合族が得

られ, またそこから新たなアダマール行列

の構成法が得られたことは, 研究当初予想

していた通りの結果が得られたという点で, 

この研究目的は十分達せられたと考えられ

る. また, 関連する研究として, アダマー

ル型差集合や強正則グラフの新たな構成法

を提示し, また, それらの間の相互関係や

アダマール行列との関係を部分的ではある

が明らかにできたことは, 予想以上の成果

であったと言えるだろう.  

 

今後の研究課題:  

より高い標数のガロア環からどのような差

集合族が得られ, また, アダマール行列がど

のように構成できるかについては, いくつか

興味深い例が計算機によって発見されたもの

の一般的な証明はできなかった.  この問題

は今後の重要な研究課題である. また, アダ

マール型差集合や強正則グラフの新たな構成

法を提案することに成功したが, それらの相

互関係は計算機を用いて部分的に明らかにし

たのみであったので, 理論的な裏付けを得る

ことも今後の研究課題である.  
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