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研究成果の概要（和文）：行列の特異値分解は，現代の科学技術計算において重要な役割を果たす．本研究では，特異
値分解アルゴリズムの高速化を行った．現在，特異値計算の反復計算部分の最も有力なアルゴリズムがdqds法である．
本研究では，このアルゴリズムにアグレッシブデフレーションという技法を導入することで高速化した．行列によって
は，２倍から５倍の高速化に成功している．理論解析の面では，dqds法におけるシフト戦略部分に対して収束性を明ら
かにした．さらに，固有値計算アルゴリズムのQR法に対しても新たなマルチシフト戦略を提案し収束証明を与えた．

研究成果の概要（英文）：Matrix singular value decomposition plays an important role in many application ar
eas. In this study, we have improved the differential quotient difference with shifts (dqds) algorithm, wh
ich is one of the most efficient iterative algorithms of bidiagonal SVD. We have incorporated a new aggres
sive deflation into the dqds. Our algorithm is faster than the original algorithm. Also we showed converge
nce rates of the dqds. Furthermore, we proposed a new multishift QR algorithm for symmetric eigenvalue pro
blems. We also proved its global convergence.
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１．研究開始当初の背景 
行列の特異値分解の重要性は，現代工学にお
いて言を待たないであろう．行列の特異値計
算の反復部分のアルゴリズムとしては dqds
法がよく利用されている．dqds 法とは 2006
年の SIAM の線形計算会議にて，論文賞の対
象となった大変有力なアルゴリズムである．
しかしながら，収束に関する理論解析の面で，
数年前まで多くの課題が残されていた．特異
値への収束が証明されていたわけではなく，
また収束付近での局所的な収束速度に関し
ても厳密な評価は与えられていなかった．筆
者はこれらの問題をここ数年で解決し，この
結果を基にアルゴリズムを見つめ直し洗練
する段階に達したと言える．さらに，近年の
行列の大規模化に伴い，dqds 法をより高速に
することが求められていた． 
 
２．研究の目的 
特異値計算アルゴリズム dqds 法にアグレッ
シブデフレーションを導入し高速化する．ア
グレッシブデフレーションとは，もともと
QR 法という固有値計算アルゴリズムを高速
化する技術である．歴史的経緯を顧みると，
もともと dqds 法は QR 法の改良により導出
されているため，この経緯に着目し dqds 法
の長所である安定性を保持しつつ高速なア
グレッシブデフレーションを開発する．さら
にこれまでの収束性解析に基づきより高品
質なシフト戦略の提案に挑戦する．また，固
有値計算において今なお有力視されている
QR 法に対しても，同様の改良を行う． 
 
３．研究の方法 
対象とするアルゴリズムである dqds 法の漸
化式に着目し，混合誤差解析に基づく安定性
を失わない形で高速化を試みる．またシフト
戦略の改良に基づき高速化を施す．その際，
関連の強い QR 法との関係に着目し，両アル
ゴリズムの長所を継承する形で改良するこ
とを考えた． 
 
４．研究成果 
精度が理論保証できるアグレッシブデフレ
ーション付き dqds 法を提案した． 
ここでいう高精度とは，混合誤差解析の意味
での安定性を指す．以下に詳細を述べる． 
まず dqds 法の実態は上二重対角行列に対す
る反復式でありこの行列を Bとおくことにす
ると，この Bを対角行列に近づけ，その対角
成分から求めるべき特異値を得るアルゴリ
ズムである．ただし，数値計算においては丸
め誤差がつきものであるため，得られる特異
値には丸め誤差がのった値であり，厳密な解
ではない．ただし，次の図で示すような混合
誤差解析を施すことで，得られる特異値の誤
差はマシンイプシロンレベルに抑えられる
ことが数学的に証明されている． 

 
 
本研究では，反復計算の途中におけるアグレ
ッシブデフレーションにおいても，dqds 法の
漸化式を利用したアルゴリズムを設計した．
これを模式的に表したのが下図であり，*が
非零成分であり，矢印はある種の直交変換を
意味している．そして+がこの一連の変換に
おいて新たに生じた非零成分を示している． 
 

 
 
重要なのは，上のアルゴリズムはもはや通常
のアグレッシブデフレーションのアルゴリ
ズムとはかなり異なるものになっているに
も関わらず，数学的には完全にアグレッシブ
デフレーションの振る舞いを再現できてお
り，メリットとして計算量が大幅に削減され
ている点である．そして上記の混合誤差解析
に基づき精度解析を行うことで，数値的に高
い相対精度を保持できる点は特筆に値する． 
こういった様々な長所を有するアグレッシ
ブデフレーション付き dqds 法を提案し，本
研究ではこのアルゴリズムに対し数値実験
により性能を調査した．実験の結果は下図に
まとめられる．図の横軸が典型的なテスト行
列の各サンプルを表し，縦軸は，既存の標準
ライブラリである LAPACK(Linear Algebra 
PACkage)に実装されている dqds 法の計算速
度と提案手法の実装の比を表している．ここ
でのテスト行列では常に縦軸の値が１以下
になっており，高速化が確認できる．  



 
 
また得られる特異値の相対精度は 10 のマイ
ナス 12 乗程度であり，高い相対精度が保持
できている（LAPACK の実装と同等）ことが確
認されている． 
 
本研究の最大の貢献は上記のアグレッシブ
デフレーション付き dqds 法にあると言える
が，関連してシフト戦略に関しても有用な知
見を与えたので，次にそれについて述べるこ
とにする． 
アグレッシブデフレーションにより dqds 法
が高速化できることは既に述べた通りだが，
高速化の方針としてもうひとつの重要な側
面としてシフト戦略の開発が挙げられる． 
もともと LAPACK の dqds 法では，効果的なシ
フトを何種類も用意して反復行列の右下の
成分をモニタリングすることで最も効果的
なシフトを与えるという戦略をとっている
が，これは通常のデフレーションを用いる場
合に最適化されたシフト戦略であり，アグレ
ッシブデフレーションを導入した dqds 法に
対して最適なシフト戦略とは何かを吟味す
る必要がある． 
その際重要になってくるシフト戦略の性質
が，反復におけるシフトの採用と棄却の比率
である．もともと LAPACK で採用されている
シフト戦略は収束を完全に保証するもので
はなく，一度反復を進めて収束と異なる方向
に反復が進んだ場合はその反復を棄却して
シフトをとり直して再計算を行うという手
順がとられている．したがってもし反復の棄
却が生じず必ず収束の方向に進めるシフト
が与えられれば理想的である．本研究では，
Rutishauser シフトと言う有名なシフトが，
１度採用されればその後の反復でもこの性
質を保持し続けることを証明した．下図は，
あるテスト行列に対してRutishauserシフト
付き dqds 法を実行した場合のシフトの振る
舞いを表現しており，n が反復回数，k がシ
フトを表しており，この実験ではゼロシフト
を込みにした複数のシフトを採用している 

 
 
ものの，2 反復目以降は必ず Rutishauser シ
フト(k=-1)が採用されて反復が進んでいる
ことが確認できる．これは他のシフトにはな
い優れた安定性である． 
 
最後に，QR 法に対する研究成果について述べ
る．アグレッシブデフレーションについて，
対称行列に対する QR 法にも同様に導入する
ことができる．また QR 法については高速化
のため並列計算に適したマルチシフト QR 法
というアルゴリズムが提案されているが，本
研究では新たなマルチシフト戦略である
Wilkinson 型マルチシフト QR 法を提案し，そ
の収束証明を与えている． 
もともと通常のシングルシフトの QR 法では
Wilkinson シフトが用いられており，このア
ルゴリズムは収束証明があり多くの行列に
対して３次収束と言う高速なレートが実現
できるため LAPACK にも実装され広く利用さ
れている．本研究では，このシフト戦略をマ
ルチシフト戦略へ自然に拡張したというこ
とである．証明の方針も，すぐに Wilkinson
の証明を援用するのは難しく見えるが，ある
点列に着目することでWilkinsonの証明を自
然に焼き直すことができ，数学的にも興味深
い証明となっている．収束の速度に関しては，
３次収束性が観察されることを確認した．下
図は横軸が反復回数，縦軸が残差に相当する
副対角成分の振る舞いを示しており，l は１
反復におけるシフト数を意味する．すべての
実験結果において反復を進めることで収束
し，３次収束であることが確認できる． 
 

 
 
この Wilkinson 型マルチシフト QR 法に対し
ても，dqds 法と同様に安定なアグレッシブデ
フレーションを導入した．そのアルゴリズム
は模式的に下図のように表される． 
 



 
 
上の図において，*が非零成分を示し，矢印
がある直交行列による相似変換を示す．+は
この反復において新たに生じた非零成分で
ある．こうして QR 法においても通常とはか
なり異なるアグレッシブデフレーションを
導入することができた．実験結果については
以下のようになった．まず準備したテスト行
列は，(i) 対角が 1，副対角が 0.5 の
5000×5000 の行列，(ii) 5000×5000 の
Clement 行 列 ， (iii) 5001×5001 の
Wilkinson 行列である．下の表において QR
が通常の QR 法，QR+ad1 が通常のアグレッシ
ブデフレーションを導入したもの，QR+ad2 が
上記のアルゴリズムであり，各手法の計算時
間を記している．提案手法は必ずしも最速で
はないが，安定した動作を示していることが
確認される． 
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