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研究成果の概要（和文）：モデルパラメータが比較的少ない多次元SRBM（セミマルチンゲール反射型ブラウン運動の略
）は待ち行列ネットワークの近似確率過程としてよく使われるが，特殊な場合を除き特性がよくわからない．本研究で
は，SRBMの定常分布の漸近特性を求めると共に低次元への分解可能性を調べた．更に近似モデルとしての妥当性を調べ
るため，より現実的なモデルである一般化ジャクソンネットワークについて2ノードの場合に定常分布の裾の減少率を
求め，高負荷時にSRBMの対応する減少率に収束することを証明した．これらの結果に基づき，待ち行列ネットワークに
おける大きな待ちの発生メカニズムを解明し，安全設計のための指標を得る方法を与えた．

研究成果の概要（英文）：A multidimensional semi-martingale reflecting Brownian motion, SRBM for short, 
has been used for approximating a queueing network as a simple model with relatively less modeling 
parameters. However, its properties are not well studied except for special cases. We study asymptotic 
behaviors and decomposability of its stationary distribution. The SRBM is known as a process limit of the 
joint queue length process of a generalized Jackson network, which is known as a more realistic queueing 
network model, in heayy traffic. We give more credit about this approximation by proving that the tail 
decay rates of their stationary distributions are asymptotically identical in heavy traffic. Based on 
those studies, we give procedures to see how large queues arise in the queueing network, which provide 
various measures for safety design of the queueing network.

研究分野：待ち行列理論，応用確率過程，大偏差値理論
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１．研究開始当初の背景 

 情報通信，流通システム，生産システムな
どのネットワーク型のシステムは，社会生活
や産業活動の基盤として広く使われている．
しかし，ランダムな要因を含むために過大な
負荷や大きな待ちが発生することがある．こ
れらの過負荷を最小化する安全なシステム
を設計することは，高いサービス品質や安全
な運用を保証する上で今後益々重要になっ
ていくと思われる． 

 しかし，ネットワーク型システムは数学的
に複雑なため理論的な研究が困難であり，こ
れまではシミュレーションや数値計算など
により個別に問題を検討する方法が主に行
われてきた．一般に過負荷は余り起こらない
が起こると影響が大きい混雑現象の要因で
ある．このように起こることがまれな事象を
稀少事象と呼ぶ．この稀少事象が起こる確率
をシミュレーションなどにより求めること
は一般に困難であり，その漸近特性が研究さ
れてきた．一般的な理論として大偏差値理論
があるが，ネットワークシステムのような多
次元問題に対しては具体的に役立つ解を求
めることが難しい．ネットワーク待ち行列の
稀少事象を定常分布の漸近特性を使って調
べる研究も行われてきた．しかし，理論が十
分に発展していない．以上のことから，一般
的かつ合理的な設計方針の理論的な研究を
行うことが困難であった． 

２．研究の目的 

 本研究の目的は，システムを待ち行列ネッ
トワークによりモデル化し混雑現象を解明
して，ネットワークシステムの安全な設計と
効率的運用のための基礎的理論を構築する
ことである．本研究では，待ち行列ネットワ
ークの本質的特性を取り出して反射壁のあ
る多次元ブラウン運動を含む各種の多次元
確率過程で表し，定常分布の漸近特性を求め
る．この結果を使い，大きな待ち行列の発生
確率を評価しモデルパラメータの影響を明
らかにして，安全設計を行うための理論的な
方法の基礎を作る． 

３．研究の方法 

(1) 待ち行列ネットワークを表すモデルと
して，解析的に扱いやすいジャクソンネット
ワークが広く使われている．このネットワー
クでは，各ノードにおいて，客が外部からポ
アソン過程（到着間隔が独立で同一の指数分
布に従う計数過程）に従い到着し，先着順に
独立で同一の指数分布に従うサービス時間
によってサービスを受け，与えられた確率で
次のノードを選ぶか，または，外部へ退去す
る．モデルを決めるパラメータは，客の各ノ
ードへの到着率，各ノードでのサービス率，
各ノードから退去時に次のノード選ぶ確率

（経路選択確率と呼ぶ）である．このモデル
の各ノードにいる客数は，連続時間マルコフ
連鎖により表すことができる．このマルコフ
連鎖が定常分布をもつ，すなわち，安定であ
るならば，定常分布は各ノードの周辺分布の
積で表され（積形式と呼ぶ），各周辺分布は
幾何分布となることが知られている． 

 ジャクソンネットワークにおけるポアソ
ン到着や指数分布に従うサービス時間の仮
定は現実的でないことが多い．そこで，到着
間隔とサービス時間の分布を一般化したモ
デルが研究されてきた．このモデルを一般化
ジャクソンネットワークと呼ぶ．この一般化
モデルは現実によく当てはまるが，パラメー
タに分布を含むため複雑であること，定常分
布の解析が困難であるなど問題点が多い．こ
のため，モデルのパラメータが少ない近似モ
デルとして反射壁をもつ多次元ブラウン運
動が研究され使われてきた．この確率過程は，
Semimartingale reflecting Brownian motion，
略して SRBM と呼ばれる．本研究では，この
SRBM を用いてネットワークにおける混雑の
解明を行う．しかし，この近似解析には次の
2つの問題点がある． 

(問題点 1) 多次元 SRBM の特性がよく分か
らない．例えばその定常分布を解析的に求
めることが難しく，分布の裾の漸近特性も
部分的にしか知られていない． 

(問題点 2) SRBM は重負荷時において一般
化ジャクソンネットワークを表す確率過
程の極限として得られる．ここに，重負荷
であるとは，各ノードにおいて窓口の利用
率が 1に近いことを表す．しかし，この極
限が近似としてどの程度よいものか理論
的な検証がほとんど無い． 

(2)本研究では，この 2 つの問題に対して次
のように取り組む．問題点 1については，問
題を以下のように分けて研究を行った． 

① 2 次元 SRBM の定常分布の漸近特性につ
いての既知の結果を精密化する． 
② 2次元の結果を3次元以上の場合への拡
張することは容易ではない．そこで，解析
的に扱いやすい簡単なモデルから複雑な
モデルへと理論を展開する． 
③ 得られた多次元特性を利用しやすいよ
うに図形などを使って表現する． 

なお，SRBM が定常分布をもつ条件，すなわち，
安定性条件は，4 次元以上ではモデルパラメ
ータで表すことが困難である．しかし，一般
化ジャクソンネットワークを近似する SRBM
は，反射壁の条件を表す反射行列 Rが M-行列
と呼ばれるクラスに入るため，安定性条件を
モデルパラメータで簡単に表すことができ
る．この条件は，すべてのノードの窓口利用
率が1より小さいという一般化ジャクソンネ
ットワークの安定性条件に対応している． 



(3) 問題点 2については，SRBM の近似モデル
としての妥当性を調べるため，2 ノード一般
化ジャクソンネットワークの定常分布の漸
近特性を求め，SRBM の漸近特性との比較を行
う．この研究のためにマルコフ変調ネットワ
ークに関する一般的な方法論を研究する． 

(4) 問題点 1と 2の関連研究として，理論的
な枠組みが近い各種の確率過程について，定
常分布の裾の漸近特性を求める．また，漸近
特性を用いた近似方法の研究や重い裾をも
つ集団到着がある待ち行列ネットワークの
研究を行う．これらの問題には直接 SRBM と
関係しないものもあるが，問題を多角的に見
るために研究を行う． 

４．研究成果 

 前節の方法に従って研究を行い下記の成
果を得た．なお，これら各項目の詳細につい
ては発表論文等を参照願いたい． 

(1) SRBM の漸近特性：2次元の場合 

 2次元SRBMの定常分布の裾の漸近特性につ
いて，大偏差値理論おける率関数を図により
幾何的に求めた．また，座標軸上の定常密度
関数の精密な漸近特性を求めた（Dai 教授と
の共同研究，雑誌論文⑪）．関連研究として，
2次元 SRBM の定常分布が積形式をもつ，すな
わち，1 次元周辺分布の積となるための必要
十分条件を幾何的に表現した． 

 2 次元の SRBM を用いて，2ノードの待ち行
列ネットワークを近似的に表すことができ
る．SRBM の率関数に関する幾何的な結果をこ
の 2ノードネットワーク適用し，大きな待ち
行列が最も起こりやすい標本路を図形的に
求めた．例えば，大きな待ち行列(x,y)（xを
ノード 1 の系内客数，y をノード 2 の系内客
数とする）の発生には次の3パターンがある． 

① 2 つのノードの待ち行列が点(x,y)へ向
かって同時に大きくなる． 
② ノード 1 の系内客数のみ増加し，ある
点(a,0)に到達して後，点(x,y)へ直線的に
向かう．このときノード 2の系内客数は増
加するが，x<a ならばノード 1 の系内客数
は減少する．  
③ 上記の 2 においてノード 1 と 2 を入れ
換えた場合が起こる． 

これらの場合の起こり方と aの値は，モデル
のパラメータ（各ノードの到着間隔の平均と
分散，サービス時間の平均と分散，各ノード
差ビスを終了した客の経路選択確率）から作
られた楕円と 2つの直線から求められる．更
に，図形からモデルのパラメータ，例えば，
サービス時間の平均や分散が混雑の指標で
ある定常分布の裾の減少率にどのように影
響するかを視覚的にとらえることができる
（Dai 教授との共同研究，学会発表①）． 

(2) SRBM の漸近特性：積形式をもつ場合 

 3 次元以上の SRBM に対しては，定常分布の
裾の減少率の上限しか得られてない．そこで
手がかりを得るために，簡単な場合である定
常分布が積形式となるSRBMについて調べた．
3節(1)で述べたように，積形式とは定常分布
が 1次元の周辺分布の積となることをいう． 

 SRBM の次元を dにより表す．定常分布が積
形式をもつための必要十分条件として skew 
symmetric 条件が知られている．しかし，こ
の条件はd次元の行列で表された条件であり，
直感的な意味が明確でない．この条件を d-
次元ベクトル空間における超平面と d-次元
空間の楕円により表した（Dai 教授，Jian Wu
との共同研究，雑誌論文⑤）．この結果は，4
節(1)の 2次元 SRBM の結果を拡張したもので
ある．これらの幾何的表現から，3 次元以上
の場合の定常分布の漸近特性について手が
かりが得られた． 

(3) SRBM の漸近特性：分解可能性 

 多次元 SRBMの応用では定常分布やその漸近
特性が未知なため積形式を仮定することが
多い．しかし，積形式が成り立つ条件はパラ
メータの制約が強く，実際のモデルとかけ離
れてしまう．そこで，積形式を弱め，定常分
布が 2つの周辺分布の積になる（これを分解
可能性と呼ぶ）場合の十分条件を求め，周辺
分布が低次元の SRBM の定常分布に一致する
ことを証明した（Dai 教授，Jian Wu との共
同研究，雑誌論文②）．2 次元の SRBM につい
ては漸近特性が分かっているので，この結果
を使うと，高次元の SRBM を分解することに
より，積形式の場合より制約が少ない条件の
下で SRBM を応用できる． 

(4)大きな待ちが発生する様子 

 これまでに述べた積形式と分解可能性の
結果に基づき，積形式 SRBM について大きな
混雑が発生する典型的な標本路（最適路と呼
ぶ）を求めるアルゴリズムを予想した．これ
らの結果を基に最も起こりやすい大きな待
ちの発生形態を最適化問題の解として幾何
的に表現する研究を行い，論文として準備中
である（Dai 教授との共同研究）． 

(5) 一般化ジャクソンネットワーク 

 SRBM によるモデル化の妥当性を検証する
ためにより現実的なモデルである一般化ジ
ャクソンネットワークについて2ノードの場
合に，定常分布の漸近特性を調べ SRBM の結
果との比較を行った．ここに，サービス時間
分布は軽い裾をもつ（裾が指数的に減少す
る）ことを仮定する．この場合には定常分布
も軽い裾をもつ．一般に SRBM の定常分布は
軽い裾をもつので，サービス時間分布が軽い
裾をもつことは，SRBM による近似が妥当であ



るための必要条件とみることができる．なお，
重い裾をもつ場合の待ち行列ネットワーク
については，(6)の③において報告する． 

 2 ノードの一般化ジャクソンネットワーク
の漸近特性についての先行研究では，直列型
の周辺分布を除くと定常分布の裾の減少率
の上限しか得られていない．一方，一般化ジ
ャクソンネットワークは，マルコフ変調した
反射壁をもつ2次元ランダムウォークの特別
な場合である．ここに，マルコフ変調とは，
マルコフ連鎖である背後過程により対象と
する確率過程の状態推移をランダムに変え
ることをいう．このマルコフ変調反射型 2次
元ランダムウォークの定常分布の漸近特性
が求められているが，数値計算が必要など，
理論的研究に役立てることができない． 

 以上のことから一般化ジャクソンネット
ワークのマルコフ変調反射型ランダムウォ
ークによる解析を再検討した．初めにネット
ワークモデルの複雑な境界条件を簡単に表
すために，正準モデルという概念を作り，こ
のモデルを使って，定常分布を決定する定常
方程式の行列・ベクトル表現を得た．この方
程式の解の漸近特性を求めるためには，非負
無限次元行列が3重対角ブロック構造をもつ
場合に非負の右不変ベクトルをもつことが
本質的であることが分かった．そこで，その
存在のための使いやすい十分条件を見つけ，
この条件の下でマルコフ変調反射型ランダ
ムウォークの定常分布の漸近特性を求めた．
この結果を使って，2 ノードの一般化ジャク
ソンネットワークの漸近特性求めることが
できた．この結果は現在論文として投稿中で
ある(http://arxiv.org/abs/1501.03913 か
ら論文を取得可能)． 

 このようにして得有られた漸近特性には
次の特色がある． 

① 定常分布の裾の減少率は，SRBM の場合
の楕円に対応した閉じた凸曲線とSRBMの2
つの直線に対応した凸関数にから図形的
に求めることができる． 
② 上記の曲線は，到着を表す点過程とサ
ービス時間分布に従う間隔をもつ再生過
程の大偏差値理論におけるノードごとの
率関数を使って表すことができる． 
③ 重負荷時において，一般化ジャクソン
ネットワークの系内客数ベクトルは拡散
スケール変換と呼ばれる状態と時間の尺
度変換の下で SRBM へ確率過程として弱収
束することが知られている．また，安定な
場合には，同じ条件の下で，定常分布の弱
収束も証明されている．本研究の結果から，
更に，定常分布の裾の減少率も収束する
（雑誌論文⑥）． 

これらの結果は，重負荷時において，2 ノー
ド一般化ジャクソンネットワークを 2 次元

SRBM で近似することの妥当性を示している．
更に，解析表現から，一般的な次元でも同様
な結果が成り立つことが予想される．今後発
展する可能性が大きい研究結果である． 

(6) 関連待ち行列モデルの研究 

① 反射壁のある 2 次元ランダムウォークに
おいて各方向への変化量が 1以下であると仮
定し，定常分布の裾の漸近特性について既存
の結果を精密化した（小林正弘との共同研究，
雑誌論文⑫）．変化量の仮定を各成分の増加
方向に対して除いた場合について，定常分布
の漸近特性を求めた（小林正弘との共同研究，
雑誌論文⑧）．これらの反射壁をもつランダ
ムウォークにより，サービス窓口の協力や，
外部から客が集団到着する拡張版ジャクソ
ンネットワークにおいて，窓口間の協力や集
団到着が定常分布の裾の減少率に及ぼす影
響を調べることができた． 

② 3 次元以上の反射壁のある多次元ランダ
ムウォークの特別な場合として到着客がk本
の待ち行列から最小の待ち行列を選ぶモデ
ルの定常分布の裾の漸近特性を得た．ここに，
k は任意の 2 以上の整数であり，到着はポア
ソン分布に従い，各待ち行列のサービス時間
は，待ち行列ごとに独立で同一の指数分布に
従うと仮定する．この結果は，これまで k=2
の場合にのみ得られていた漸近特性を飛躍
的に拡張した（小林正弘，佐久間大との共同
研究，雑誌論文⑩）． 

③ 重い裾をもつ集団到着がある待ち行列は
軽い裾をもつSRBMで表すことができないが，
通信などの実際問題で現れる場合がある．従
来の重い裾に関する研究は，解析的な難しさ
から，待ち行列が 1つまたは直列型のモデル
に限られていた．本研究では，ジャクソンネ
ットワークのように循環する経路があるネ
ットワーク待ち行列で，重い裾をもつ集団到
着があるとき，各ノードの客数の定常分布の
漸近特性を求めた（Foss 教授との共同研究，
雑誌論文④）． 

④ 客を連続量により近似的に表す流体近似
モデルも通信の問題で使うことがある．マル
コフ変調流体待ち行列はその代表的な例で
ある．しかし，この流体モデルもネットワー
クに拡張すると定常分布を得ることが難し
い．また，定常分布の漸近特性の研究もほと
んど無い．そこで，本研究では，マルコフ変
調2次元流体待ち行列モデルの定常分布の減
少率を求めた（論文を執筆中）．この研究の
解析手法はその後一般化ジャクソンネット
ワークの漸近特性の研究に役だった． 

⑤漸近特性の理論的な結果を，モデルの近似
に役立てる研究も行った．簡単な例として， 
2 次元ランダムウォークについて解析的に魅
力ある定常分布を求め近似解として使うこ
とを考えた．このために 2種類の定常分布に



ついて調べた．1 つは積形式となる定常分布
をもつ場合で漸近特性の結果を使って周辺
分布を決定した．数値実験であるが，漸近特
性を使わない場合よりよい近似となってい
ることが確認した（Latouche 教授との共同研
究，雑誌論文⑦）．もう 1 つでは，逆時間に
関するある種の不変性を使って，近似として
使う定常分布を求めた（小林正弘との共同研
究，雑誌論文③）． 

(7) まとめ 

 以上のように，本研究により，大きな待ち
の発生に対する漸近的な特性の解明を進め
ることができた．これらの結果はネットワー
クシステムの安全設計に役立てることがで
きる．本方法の問題点は，SRBM を使うため確
率過程の高度な専門知識がないと理解が難
しいことである． そこで，SRBM について広
く理解してもらうために総合報告的な論文
を執筆した（雑誌論文①）．既存の理論的な
結果や本研究の成果を解説するだけでなく，
従来の方法を使わず直接的に SRBM の定常分
布を導く方法を考案した．この方法も含め今
後は，既存の理論や方法にとらわれない簡素
化された新しい SRBM の導出やその定常分布
の漸近特性の研究が更に発展することが望
まれる． 

 最後に，助成金により本研究を進めること
ができたことに深く感謝いたします． 
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