
東京工業大学・理学院・教授

科学研究費助成事業　　研究成果報告書

様　式　Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９ （共通）

機関番号：

研究種目：

課題番号：

研究課題名（和文）

研究代表者

研究課題名（英文）

交付決定額（研究期間全体）：（直接経費）

１２６０８

基盤研究(B)（一般）

2017～2012

スカラー曲率とアインシュタイン計量の幾何解析・大域幾何

Geometric and Global Analysis of Scalar Curvature and Einstein Metrics

８０１９２９２０研究者番号：

芥川　一雄（AKUTAGAWA, KAZUO）

研究期間：

２４３４０００８

平成 年 月 日現在３０   ６ １２

円    13,700,000

研究成果の概要（和文）：  非常に一般的な特異集合を許容する多様体上で，スカラー曲率に関する山辺の問題
においてAubinの不等式の一般化を確立し，それがstrictな不等式のとき特異山辺計量の存在定理を得た．
  さらに等号が成立するときに，解が存在しないような例を構成した．またエッジコーン・アインシュタイン計
量と呼ばれる特異アインシュタイン計量に対して，リッチ曲率をコントロールした滑らかな計量族による近似を
示した．応用として，エッジコーン・アインシュタイン計量の存在を利用して，滑らかな多様体の山辺不変量の
下からの評価法を与えた．

研究成果の概要（英文）： On a compact manifold with very general singularities, we have studied the 
Yamabe problem and have established a generalization of Aubin’s inequality for Yamabe constants. 
When the inequality is strict, we have proved the existence of singular Yamabe metrics. 
 When the equality of the inequality holds, we have constructed an example of singular manifolds 
which have not singular Yamabe metrics.  For an edge-cone Einstein metric on a smooth manifold, we 
have constructed an appropriate family of smooth metrics with Ricci curvature bounded below by the 
Einstein constant. As a corollary, we have obtained an estimate of the Yamabe invariant from below 
by using the existence of edge-cone Einstein metrics.

研究分野：微分幾何学
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１． 研究開始当初の背景 
 

与えられたコンパクトな可微分多様体  
M に対し，「M を最もよく反映するリーマン 
計量は存在するか？」という，幾何において
最も基本的な問題の一つを，微分幾何・トポ
ロジー，および幾何解析の立場から研究する
ことおよび応用として M の幾何・トポロジー
を研究することは重要かつ興味深いことで
ある． 

そのための第 1 ステップとして，共形多
様体 (M, C) 上の山辺の問題が考えられ，そ
の解である山辺計量の存在問題は肯定的に
解決された．この問題に付随する共形不変量
Y(M, C) は山辺定数と呼ばれる．その第 2 ス
テップとして，M 上の共形類全体を動かして
山辺定数の上限を取ることにより M の山辺
不変量 Y(M) が定義される．「Y(M) > 0  M
は正スカラー曲率計量を許容する」という結
果は，この不変量の幾何的意味をよく表して
いるが，Y(M) の持つ情報はその符号だけで
はなく，その値にも意味があり，適切に曲率
が反映されたきわめて興味深い微分位相不
変量といえる． 
  山辺不変量に関する基本問題は次の 2つ
である． 
(1)  Y(M, [g]) = Y(M) となる(一般に特異点 
を許容する)アインシュタイン計量 g は存
在するか．(このような g は，supreme アイ
ンシュタイン計量と呼ばれる.) 
(2)  山辺不変量 Y(M) の値を，上/下から評
価し，その値を計算すること． 

問題(2)に関しては，特に 3・4次元多様
体の場合に大きく進展した．4 次元の場合は，
主に LeBrun の Seiberg－Witten 理論の応用
による研究により大きな進展を見た．3 次元
の場合の山辺不変量は，その値がゼロ以下の
場合には，Perelman のリッチフローの研究
により不変量の値の決定問題は完全に解決
した．その値が正の場合には，相対論・宇宙
論に現れるPenrose不等式および逆平均曲率
流の手法を応用して，3 次元実射影空間を含
むいくつかの計算結果が得られた．いずれに
してもそこで用いられている手法は表面上
全く異なっており，それらの一般的取り扱い
や普遍的理解は，未解決の状態である．問題
(1) に関しては，Anderson，研究代表者の 
芥川および研究協力者の Carron による基本
的結果はあるものの，殆ど手つかずの状態で
ある． 
 
 
２． 研究の目的 
 

本件研究の目的は，山辺計量族の極限を 
与える(一般には特異点を許容する)極限空間 
の山辺の問題・山辺定数の研究，および元の
多様体の山辺不変量や supreme アインシュ
タイン計量との関係を研究することである． 
具体的には，下記の通りである． 

 
(1)  なるべく一般的な特異空間上で山辺の
問題の可解性を研究する．より詳しくは，
stratified spaces上に edge計量を導入した
simple edge spacesや iterated edge spaces
上で山辺の問題を考える．その際，山辺定数
に関する Aubinの不等式の一般化が不可欠と
なる．滑らかな多様体の場合と同様に，一般
化された Aubin の不等式が strict な場合と
等式が成立する場合に分けて，研究を行う． 
 
(2)  特異山辺計量の研究の応用として，山辺
不変量の評価の研究や supremeアインシュタ
イン計量の研究を行う．「特異アインシュタ
イン計量はいつ特異山辺計量となるか？」 ，
「特異アインシュタイン計量を用いて滑ら
かな多様体の山辺不変量の評価は可能か？」
等を問題にする． 
 
 
３． 研究の方法 
 
(1)  研究代表者の芥川は各連携研究者およ
び海外の研究協力者と，本研究課題および各
専門分野との関連するテーマについて定期
的に研究連絡を行う． 
 
(2)  国内外の微分幾何・トポロジー・幾何解 
析等の研究集会に出席し，本研究に関連する
分野の研究者と討論を行う． 
 
(3)  毎 年 ， 国 際 研 究 集 会 「 Geometric 
Analysis in Geometry and Topology」を開
催し，国内外の研究者による，本研究に関連
する話題の連続講演を行っていただく．これ
により，専門知識の習得，および講演者滞在
期間中に研究連絡を行う． 
 
 
４．研究成果 
 
(1)  コンパクトな測度距離空間(X, g)で， 
その内の稠密な開集合上に滑らかなリーマ
ン多様体の構造の入る殆どリーマン的測度
距離空間と呼ばれるものを考える．この空間
に関しても，山辺定数 Y(X, [g])および局所
山辺定数 YL(X, [g])なる概念が定義され，
Aubin の不等式が次のように一般化されるこ
とを示した： 

Y(X, [g]) ≦ YL(X, [g]) ・・・(*) 
不等式(*)が strictであるとき，山辺の問題
は可解であることを示した．等号成立の場合
は，一般に可解でないことは既に知られてい
たことに注意する．また(X, g)が iterated 
edge spaceであるときは，その局所山辺定数
は具体的に記述でき，解として得られた特異
山辺計量も再び iterated edge計量となるこ
とも示した． 
 
(2)  iterated edge space(X, g)上の山辺の 



問題の解の正則性に関して，(X, g)の弱い幾
何的条件設定の下で解の Hölder 連続性を示
した． 
 
(3)  測度距離空間をさらに一般化した 
Dirichlet 空間上で山辺の問題や Aubin の不
等式が定式化されることを示し，その一般化
された Aubin の不等式が strict のとき，山
辺の問題の解が存在することが示した．この
結果は，例えば CR 山辺の問題などへの応用
を持つ． 
 
(4)  g をコンパクトな可微分多様体 M上の 
edge-cone アインシュタイン計量とすると
き，滑らかな計量族でそれらの Ricci曲率の
下極限が gのアインシュタイン定数と一致す
るものを構成した．応用として，M の山辺不
変量 Y(M)は特異計量 g の体積 Vol(g)とスカ
ラー曲率 R(g)を用いて， 

Y(M) ≧ R(g)・Vol(g)^{2/n} 
と評価される．これは特異計量を用いた山辺
不変量の評価法の最初の結果である． 
 
(5)  山辺定数の有限被覆に関する Aubinの 
補題を，分岐被覆の場合に拡張した．それを
用いて，Aubinの不等式で等号成立の場合で 
山辺の問題に解が存在しない特異空間の例
を構成した．この様な例はコンパクトなオー
ビフォールドの場合に，既に Viaclovsky に
よって構成されていた．2 つの証明方法は全
く異なっており，また特異集合はそれぞれ余
次元 2の部分多様体および 1 点であり，非常
に対照的である． 
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