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研究成果の概要（和文）：確率微分方程式はいろんな応用分野で使われているモデルである。このモデルによって動的
にランダムに動く現象に対して説明できる方程式である。理論の観点ではいろんな展開があるが実際の計算を行うため
にモンテカルロシミュレーションが必要である。この研究課題がこの設定で展開されている。特に確率微分方程式の係
数が非滑らかであるときにシミュレーション方法の提案や数値解析の道具を構築することが目的である。
特にシステムの急な変化によりモデルのパラメーターが急に変化することによって普段使われているシミュレーション
方法の制度が悪くなるため、新しい技術が必要であり、この課題でその技術の構築を目指した。

研究成果の概要（英文）：Stochastic differential equations (sde's) are used in various applied sciences as 
dynamic random models. Using these models different results are explained and measured. From the 
theoretical point of view, various results have been achieved through the years. But in order to make 
these results applicable in practice one needs to perform Monte Carlo simulations. The present project 
was developed in this setting and in particular we deal with sde's with non-smooth coefficients. We have 
developed tools in order to perform numerical simulations and analysis of the methods proposed. In the 
present world, due to rapid changes of dynamics, one sees that the change in model parameters is sudden 
and therefore the usual models which use smooth coefficients are not sufficient to handle the demand from 
applications. That is usual methods which apply to smooth cases do not perform well in the irregular case 
and therefore one needs to develop new tools. This was the goal of the present project.

研究分野： 確率論
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１．研究開始当初の背景 
確率微分方程式(以下、SDE と記す)は、様々
な応用分野のモデルを構築する際に用いら
れ、その多くはシミュレーションの結果を導
きだす。シミュレーションの際によく使われ
ている計算方法として Euler－丸山近似があ
る。この近似方法は非常に単純であり広い範
囲で適用できることが特徴ではあるが、理論
的には SDE の係数が滑らかな場合にのみ有
効な手段と言える。 
但し、必要性により、この条件を満たしてい
ない場合でも適応されることがある。 
このギャップがきちんとした数学の理論を
構築することが本研究の目的であった。 
さらに、その理論的な結果を用いて Filtering
問題、統計問題や Multi-level モンテカルロ
法といった具体的な問題に適用可能か検討
する。理論展開のために無限次元解析と呼ば
れる技術を利用することを想定した。主な道
具として Malliavin 解析と呼ばれる理論を使
うが、SDE の係数が滑らかでない時は理論的
に不十分であるため理論の構築も必要とな
る。その上で、さらにジャンプ型 SDE や
BSDE（後退確率微分方程式）の場合にも適
用可能かどうか検討する。 
２．研究の目的 
(1)滑らかでない SDE の密度関数の性質・シ
ミュレーションへの応用 Malliavin 解析は
無限次元解析の道具として作られたもので
あり、SDE の解の研究に応用されている。こ
の分野では、SDE の係数が滑らかであるとい
う条件を仮定する場合に多くの結果が知ら
れている。しかし近年、我々は係数が滑らか
でない場合に解析できるかどうか検討して
おり簡単な例として、指示関数係数をもつ
SDE があげられる。この例では Euler-丸山
近似の性質についてわずかな研究論文があ
る程度で弱近似は知られていないが、応用の
観点からみると重要と言える。 
(2)Coupling と Multi-level モンテカルロ法 
SDEの近似論では強近似(経路の誤差)と弱近
似(分布の誤差)に分けられる。基本的な近似
は Euler-丸山近似と呼ばれ、常微分方程式の
Euler 近似の自然拡張であるためよく使われ
ている。時間区間をｎ個の区間に分割したと
き、強近似のレートは n^(-0.5) であり、弱近
似のレートは n^(-1) であることがよく知ら
れている。本研究では、「ある確率空間の上
では強近似のレートが n^(-1)である」ことを
示す。 
(3)Filtering のシミュレーション方法 様々
な分野で拡散過程に対するモンテカルロシ
ミュレーションの計算が行われている。ただ
しデータの数を増やすことがシミュレーシ
ョンの誤差評価にどのくらいの影響を与え
るのかという事については、数学的な観点か
ら研究されていない。また、どこまで正確な
評価できるのかについても未だ厳密に調べ
られていないため、本研究ではその一つを調
べることを目的とする。 

３．研究の方法 
(1)滑らかでない SDE の密度関数の性質・シ
ミュレーションへの応用 
従来 SDE の係数が滑らかでない時の密度関
数について議論を行う際、偏微分方程式の手
法によって解析がなされていた。本研究で得
られる結果は、確率的な手法による理論の展
開によって従来の方法で適応することが不
可能なクラス(特に偏微分方程式と関係しな
い密度関数を扱う場合)においても適用でき
る。また、現在までに知られている Euler－
丸山弱近似の適用範囲ではない重要な例に
ついても他の近似方法を提案しそのパラメ
ーター選択等の理論を構成する。これは応用
分野においても非常に重要な意味をもつと
考えられる。 
(2)Coupling と Multi-level モンテカルロ法 
強近似の収束のレートを測るために全体の
経路での近似とその極限の誤差を測らなけ
ればならないため、非常に難しい問題となる。
ただし、有限次元であれば密度関数を通して
解析できるのではないかと考えている。最適
運送問題については、SDE のシミュレーショ
ンに応用可能である事がモンテカルロ法の
応用として初めての結果を導きだせると予
想される。 
(3)BSDE の近似問題 現在の数値解析の証
明方法は複雑であるため、本研究により得ら
れる証明を分割することで様々な解析が簡
単になる。例えば extrapolation 方法が適用
可能となる。 
(4)Filtering のシミュレーション方法 
この分野の理論的な部分は研究が進んでい
るが、応用分野において広く認められるため
に具体的な例におけるシミュレーションを
行う。本研究の結果と既存の研究と比較して
深い議論が行われてきた Tuning の設定につ
いて、その Tuning の選択が最適であるかど
うか調べる必要が特にあると考えている。ま
た、今後の展開としてジャンプ型確率微分方
程式のパラメーター推定問題にも応用可能
かどうか検討したい。そのためには、
Malliavin 解析の道具が十分ではないと考え
られるので新しく道具となるものを構築す
る。 
４．研究成果 
(1)滑らかでない SDE の密度関数の性質・シ
ミュレーションへの応用 
確率 parametrix 方法を利用することで滑ら
かでない係数に関しての無限次元解析道具
として認識し、いくつかの例でこの技術を試
してみた。特に拡散過程の場合では誤差がな
いモンテカルロ方法を提案した。一方この方
法が一般的であり、いろんな数値解析の応用
として考えられる。ただ、シミュレーション
方法の分散が無限であり、そのためにいろん
な重点サンプリング法を考える必要がある。
この方法が理論的な意味もあるためその方
向で展開することも考えている。 
(2)Coupling と Multi-level モンテカルロ法



Euler-丸山近似りを利用して、Multi-level モ
ンテカルロ法を定義ができるが強誤差結果
や弱誤差結果が必要である。拡散過程の係数
が Holder 連続である場合には強誤差の制度
が悪くなり無限 level のモンテカルロが必要
であることを証明した。このことにより確率
parametrix 方法を基本としたモンテカルロ
法を提案した。また、弱誤差評価を行う際に
滑らかな汎関数が通用な条件である。ただし、
応用では滑らかではない汎関数を利用する
ことがある。その場合には数値解析の道具が
限られているため最適運送問題の技術を利
用することができた。特に拡散過程の最大に
関して Euler-丸山近似を利用したときの弱
誤差評価を行った。ただし、現在の結果が１
次元に限られていて多次元の場合にも今後
の課題になる。 
(3)BSDE の近似問題  
この問題では簡単な例から始め非線形問題
に関して調べました。特に Burgers 方程式の
シミュレーション方法に関して検討し、非滑
らかの境界条件の場合で近似結果を得られ
た。 
(4)Filtering のシミュレーション方法 
Filtering ではノイズにより信号が読めなく
なるためフィルターと呼ばれる道具を利用
する。この道具は数学的な言葉で条件付平均
である。時間と共に条件付平均を適応すると
時間に対しての離散化が必要である。このや
り方によってフィルターの実装が実現でき
る。ただし、近似の制度について調べること
が必要であった。この設定で田中氏の研究で
は誤差評価を調べることで最適な Tuning に
ついて結果が得られた。特に目的汎関数が非
滑らかの場合でも誤差評価が調べることに
なった。 
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