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研究成果の概要（和文）：高階プログラミング言語における逐次的な計算評価の構造に関するモデルとして分配具象領
域と呼ばれる順序集合が知られている．分配具象領域は既存の理論に基づく標準的なモデルの定義に３つの技巧的な条
件を付加することによって実現されるが，今回の考察では，それら３条件が数学における層の構造に対応していること
を示した．実際に，既存の理論に基づく特徴を層に組込むだけで分配具象領域と同等の枠組みが得られ，両者の間に双
方向の翻訳関係が確立される．

研究成果の概要（英文）：The structure of distributive concrete domains is known to model the machinery of 
sequential evaluation of higher-order programming languages, which is obtained by incorporating three 
technical conditions into a naive structure of models based on the well-known theory of domains. In this 
respect, we show that these three conditions are comparable with the structure of sheaves studied in 
mathematics, and actually obtain a both-way translation between distributive concrete domains and sheaves 
endowed with a domain theoretical feature.

研究分野：プログラム意味論
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１．研究開始当初の背景 
 
プログラミング言語によって記述される
様々な計算の意図は，実行時の言語処理系や
計算機アーキテクチャに依存しない普遍的
な概念として規定されるべきものである．こ
れに対して，計算の持っている意味を数理的
対象として解釈するための理論が研究され
ている．プログラムは社会基盤に直結した技
術であると同時に，そのモデルの構成には特
別な技術が必要とされるため，こうした研究
は実用・理論の両面で不可欠な課題となって
いる． 
 
	
 高階プログラミング言語のモデルを構成
するためには，カルテシアン閉圏と呼ばれる
圏構造が必要不可欠であることが広く知ら
れている．そのような圏の典型例は Sets（集
合・関数の圏）であり，その中で，データ型
は集合として，アルゴリズムは関数として意
味が規定される．実際に，既存のモデルの殆
どは，この圏 Sets に基づく概念によって構
築されていて，具体的には，計算の連続性を
組込むことによって  Cpos（完備半順序集
合・連続関数の圏）が，更に有限近似性を組
込むことによって様々な領域の理論が確立
されている.  
 
	
 こうした理論が大きな成功を収めている
一方で，Setsに基盤をおいた静的な意味論で
は，圏の射（この場合は関数）の外延性から
必然的に「入出力の関係が等しいプログラム
には，計算の途中構造を無視して全て同じ意
味が割り当てられる」といった非常に強い性
質が強要されることとなる．実際に，計算量
理論など，計算メカニズムの主要な興味はそ
の内包的構造（答を算出するまでのプロセ
ス）にあり，それらの違いを無視した解釈の
枠組は適切とは言い難い． 
 
	
 この欠点を解消する既知の枠組は，PCF	
 と
呼ばれる単純型付ラムダ計算に対して「構文

論的同等性に対応する完全不変量を単独のモ

デルとして実現する問題」に関するアプロー

チの中にのみ見出すことが出来る．この問題

の解決には，PCF	
 の計算評価プロセスに備わ
っている一種の逐次性や相互作用の構造を捉

える動的な意味論の構築が要求されることと

なり，実際に，PCF	
 の計算における逐次性を
捉えるモデルとして	
 DCD（分配具象領域・逐
次アルゴリズムの圏）が考案され,	
 相互作用

を捉えるモデルとしてゲーム意味論の枠組み

を精密化した	
 CA（計算アリーナ・イノセン
ト戦略の圏）が考案される経緯に至った.	
 

	
 

	
 しかし，こうした考察の中から生まれた「計

算の内包的構造を捉える動的な数理モデル」

には，既存の数理概念から乖離した複雑な概

念に依存せざるを得ない側面がある．そして，

このような背景の下に，DCD	
 や	
 CA	
 と独立
した視点から高階プログラミング言語の静的

意味論に伴う欠点を克服する試みの重要性が

存在する.	
 

	
 
２．研究の目的 
 
本研究は計算・論理の数理的モデル理論に位

置付けられ，既知のモデル概念に対して層構

造に基づく様々な拡張を施し，これまで捉え

ることの難しかった繊細な情報に対して意味

論的分析の視点を確立することを目標として

いる． 
 
	
 実際に，静的なモデルに基づくプログラム

意味論に関して上に述べた不具合を解消する

には，「射が外延性を持たないカルテシアン

閉圏の構造」が必要不可欠となるが, そのよ
うな性質を持つ枠組みとして Sh(X)（位相空
間 X 上の層・自然変換の圏）がある．そこで，
本研究では  Sets の代替構造として新たに 
Sh(X) を採用し，計算の内包構造まで捉える
ことが可能な新しいプログラム意味論の一般

論の確立を試みる． 
 
	
 具体的な課題として，領域理論と層論の枠

組みを融合することを目標としている．その

際，最初に直面する課題は，Cpos と Sh(X) の
ように Sets からの独立した２つの拡張の流
れを融合することになる．そして，この課題

については，順序集合の層からなる圏 
Cpos(X) の概念を考案し，「Cpos(X) がカルテ
シアン閉圏であること」や「Cpos(X) の中で
様々な再帰データ構造の解釈が可能であるこ

と」といったプログラム意味論の枠組みとし

て理想的な特徴を示すことができている．そ

こで，更に，こうした性質を維持しながら， 
Cpos(X) に有限近似性を付加するアプローチ
を試み「領域の層」に基づくプログラム意味

論を構築することを目標としている． 
 
	
 また，既存の動的な意味論の枠組みと層構

造との関係を明らかにすることをもう一つの

目標としている．具体的には，上に述べたよ

うに，考察対象は DCD や CA など「PCF の
計算評価プロセスの意味論を実現する圏構

造」に限定され，「これらが層概念の特殊化

として説明できないか確認すること」を目標

としている． 
 
	
 このように, プログラムの内包的構造に対
して純粋数学の視点から統一的に説明する概

念の構築により，既存のプログラム意味論に

含まれる根本的な欠点の解消と，新たな視点

に基づくより広い分野への波及効果が期待で



きる．その意味で，この問題は今回の研究の

中で最も重要な課題と位置付けている． 
 
	
 また，理論計算機科学で重要な役割を果た

す多様な論理（直観主義論理や様相論理など）

の意味論として Kripke 構造が広く知られて
いる．そこで，論理に関連する考察として， 
Kripke 構造をより一般的な層構造の視点か
ら拡張して，様々な課題の要請にあった分析

の枠組みを確立することも目標としている．

（より具体的には，２階直観主義命題論理の

モデルを中心にした分析を目的としている．） 
 
	
 通常の直観主義命題論理に関しては，

Kripke 構造との間に厳密な対応関係をもつ
束構造が知られているが，２階の体系におい

ては Sobolev による Kripke 構造の概念のみ
が存在し，これに対応する束構造は知られて

いない．この不具合に対して，Sobolev の構
造を層論の視点から捉え直し問題の解消を行

っている．そして，その際に利用している位

相空間と順序集合に関する双対性を更に一般

化して，位相空間と完備束の対応理論の有効

範囲を拡大することを具体的な目標としてい

る． 
 
３．研究の方法 
 
	
 以上のように, 計算と論理において「層に
基づく構造解析のアプローチ」が有効に機能

する事例が考えられる．こうした並行性は両

分野の間に存在する Curry-Howard 同型から
も自然な現象と考えられ，これらの考察を同

時に進めることによりその全体像を明らかに

することが出来ると考えている．そこで，計

算と論理の考察に関する各課題を順番に解決

していくことが研究の基本的なアプローチと

なる. また，課題の性質上，各々の問題に関
する結果が他の問題に対しても有益な情報を

与える可能性が高いため，各考察の並行性を

重視した計画を立てている． 
 
	
 領域理論と層構造の融合に関しては，Cpos 
を領域概念へ拡張する手法（有界完備性の付

加など）が幾つか存在している．そこで，「こ

うした既存の手法の一つ一つを Cpos(X) 上
に展開した時に，カルテシアン閉圏が得られ

るか」確認することが最初の課題となる. そ
の上で，「領域の層が構成する圏の上で様々

な再帰データ構造の解釈」を試みる．また，

領域の層の概念が完成した段階の後は，その

特徴を利用して有用なモデルの構成を行う方

向に考察をシフトしていく． 
 
	
 既知の動的モデルと層構造の関係に関して

は，特に，２つの圏 DCD と Sh(X) の関係に

焦点を絞って，圏 DCD を層構造の視点から
特徴付ける考察を進める．その鍵となる部分

は「計算の逐次性を表現する際に必要とされ

る評価の位置概念」を層構造の中に見出すこ

とであるが，「A. Bucciarelli and T. Ehrhard, A 
theory of sequentiality, Theoretical Computer 
Science 113, 1993」などで考案されている「分
配具象領域と逐次アルゴリズムの抽象化」が

その糸口を与えると考えていて，その周辺に

集中して検討を行う．（この考察を，研究計

画全体の中で最優先の課題と位置付けてい

る．） 
 
	
 ２階直観主義命題論理のモデルに関する課

題に対して，Sobolev が導入した Kripke 構造
は，アレクサンドロフ空間上に定義される特

殊な層構造として捉えることが出来る．この

アレクサンドロフ空間は，通常の Stone 双対
性の適用範囲から外れたところに位置してい

るため，束論の中に対応概念を見つけること

に困難が伴う．これに対して，Sobolev の 
Kripke 構造をより一般的な位相空間に基づ
く層構造の上に拡張して, より広い視点から
束論と結びつけるアプローチを試みている．

その過程で，アレクサンドロフ空間と代数的

完備分配束との間で双対性が確立され，

Sobolev の構造を束論的に捉えることが可能
となった．そこで，こうした双対性の手法を

何処まで一般化して広げることが出来るか確

認していく． 
 
４．研究成果	
 
 
本研究における主要な課題として，既知の動
的な意味論の枠組みを層概念の特殊化とし
て捉えることが出来ないか確認することが
ある．この問題に対して，特に，高階プログ
ラミング言語における逐次評価の構造に対
する数理モデルとして提案された圏	
 DCD 
に注目して，層構造の視点から特徴付けを試
みた． 
 
	
 圏	
 DCD の対象は分配具象領域と呼ばれる
順序構造である．分配具象領域は領域理論の

中で広く知られる DI-領域の構造に対して極
めて技巧的な３条件を追加することによって

実現されている．また，この順序構造には一

種の表現定理が知られていて，任意の分配具

象領域	
 D から，具象データ構造と呼ばれる
計算情報の操作を表す構造	
 MD	
 を構成する

ことが可能であり，「元の	
 D	
 は	
 MD	
 上に生

成される一種の計算情報の集合とそれらの包

含関係として表現することができる」ことが

知られている．	
 

	
 

	
 これに対して，本研究では，（1）コンパク

ト開集合からなる基底を持つ，（2）任意のコ



ンパクト開集合に対して，その部分集合とな

るコンパクト開集合が有限個しかない，とい

う非常に限定された位相空間の上に定義され

る層で,	
 更に（3）コンパクト開集合上の	
 

section	
 を全て集めた集合が可算である，と

いう性質を満たすものに考察の焦点を限定し

た．（このような層を領域的層と呼ぶことに

する．）すると，任意の分配具象領域	
 D	
 に
対しては，（具象データ構造	
 MD	
 を仲介する

ことによって）領域的層の構造を抽出できる

ことが証明できた．また，逆方向の変換とし

て，任意の領域的層に対して，その	
 section	
 

の構造から分配具象領域を抽出できることも

証明できた．	
 

	
 

	
 以上の結果は，DCD	
 に対応する層の圏（こ
れを	
 DSh	
 と記述することにする）の対象を
領域的層として特徴付けたこととなる．そし

て，対象の部分に限定して,	
 DCD	
 から	
 DSh	
 
への変換	
 S	
 と，DSh	
 から	
 DCD	
 への変換	
 C	
 
を確立したこととなる．	
 

	
 

	
 領域的層に組み込まれた(1)-(3)の条件は，

概ね	
 DI-領域に要請される性質に対応するも
ので，この結果は「分配具象領域を得る際に	
 

DI-領域に組み込まれた技巧的な３条件」が層
構造を記述する為に必要とされた条件であっ

たことを示している．このことは，これまで

の研究では知られていない事実であり，高階

プログラミング言語の逐次評価の構造に関す

る新たな数学的な視点を与えている．	
 

	
 

	
 こうして得られた双方向の変換に関して，	
 

最初に確認したいことは「任意の分配具象領

域	
 D	
 に対して，圏	
 DCD	
 の中で対象	
 D	
 と	
 
C∘S(D) の同型を保証することができるか」と
いう問題である．これについて，D	
 と	
 C∘S(D)
が順序集合として同型となることを証明する

ことができて，その結果から同型を保証する

逐次アルゴリズムの存在を示すことも出来た．

（現段階では，ここまで結果を数理解析研究

所講究録に纏めている．） 
	
 

	
 今後に必要となる考察として，「逐次アル

ゴリズムの概念と正確に対応した概念として	
 

DSh	
 の射の定義を確立すること」がある．こ
の問題に関しては，section	
 の対応の仕組み

は判明していて，単純に層の準同型の概念と

一致するわけではないことが分かっている．	
 

但し，研究目的の性質上，こうした対応を層

論の中で使われる概念の組み合わせとして純

粋に特徴付ける必要があり，この点が今後の

課題となる．また，DSh	
 の射の概念が確立さ
れた後で，更に，「任意の領域的層	
 F	
 に対し
て，圏	
 DSh	
 の中で	
 F と	
 S∘C(F) の同型を保

証することができるか」確認して，２つの圏	
 

DCD	
 と	
 DSh	
 の同等性を完成させる必要が
ある．（このためには，領域的層の基礎とな

る位相空間にT0-分離公理を要請する必要が

あることが分かっている．）	
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