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研究成果の概要（和文）： 「比例を仮定して，かけたりわったりすること」が子どもの中でどのように認められてい
くのかについて明らかにすることを試みた。その結果，「整数の範囲の倍比例と等分比例がどう機能しながら小数倍の
倍比例が認められるようになるか」に関する1 つのプロセスを見出した。また，整数の範囲の等分比例が簡単には認め
られない実態があることを特定し，「均質性」への着目が重要であることを考察した。それに伴って、均質性に着目し
てさらに分析・考察をすすめるためのより精緻な枠組みが必要であるという課題も見出された。

研究成果の概要（英文）：We attempted to clarify how “assuming proportion and multiplying and dividing” 
starts to be recognized in the child. As a result, we found one process regarding “how the 
multiplicative proportion of the decimal proportion is recognized with the way multiplicative proportion 
and divided equal proportion functions”. Furthermore, by specifying that there is a reality of the 
divided equal proportion in the range of integers being not recognized, we considered that focusing on 
“homogeneity” is important. Along with that, the subject with a minute framework for further analysis 
and examination for focusing on the homogeneity.

研究分野： 数学教育

キーワード： 乗法概念領域　比例的推論
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
 平成５年に文部省が行った教育課程実施
状況調査では、小数･分数の乗除の立式を問
う問題が出題された。×小数、÷小数、×分
数の立式を問う問題の通過率が軒並み 64％
～66％だったのに対し、÷分数の立式を問う
問題の通過率は 27.2％と著しく低いことが
明らかとなった。このことは、表記は異なる
が同じ有理数である小数と分数の除法が、相
互に関連付いていない実態があることを示
している。また、分数でわる除法は、計算の
仕方として除数の逆数をかける乗法に帰着
することを指導しているにもかかわらず、上
記のような通過率の差がでるのは、÷分数と
×分数の関連づけが上手くできていない実
態を示している。通過率だけで見れば、除数
が分数になったらできなくなるとも見える
が、これらを乗法概念領域としてとらえれば、
それ以前の段階やそれに関係する概念発達
が十分でなかったり、それらが関連づけられ
ていなかったりすることにより先のような
問題が起こっていると予想できる。 
 
２．研究の目的 
本研究の目的は、乗除法や小数、分数、比、

比例、割合などを含む概念間の有機的なつな
がりをとらえた枠組みである乗法概念領域
（Vergnaud.G(1997)）における、子どもの概
念や推論の進展の様相をとらえるための枠
組みを構築・精緻化し、進展のプロセスを明
らかにすることである。そして、そのことか
ら概念や推論の進展を促進する教授・学習に
ついての示唆や評価についての示唆を見い
だすことである。 
 
３．研究の方法 
(１) 乗法概念領域に係る国内の教育史に

ついて、資料を収集し検討する。また、
海外の乗法概念領域に関する先行研究
について資料を収集し検討する。 

 
(２) 小学校４年生・５年生・６年生・中学

校１年生を対象に、乗法概念領域におけ
る概念や推論の進展を意図した教授実
験を行う。 

 
(３) (２)の教授実験における子どもの反

応を、乗法概念領域における概念や推論
の進展の点から分析･考察するための枠
組みの構築・精緻化を行う。それと並行
して、その枠組みから子どもの概念や推
論の進展の様相を分析・考察する。 

 
４．研究成果 
 本稿では、２つの事例研究を取り上げ、本
研究の成果を述べる。 
 
（１） 事例研究１  
本事例研究は、小学校第５学年を対象とし

た同種の量の割合の導入で同じ割合をつく

る際、小数倍の倍比例や整数の範囲の等分比
例がどのように見出され認められていくか
を明らかすることを試みたものである。 
 以下（１）①から④は、高橋、田端、市川
（2014）を抜粋した上、一部加筆修正したも
のである。 
 
①先行研究の概観 
  割合の導入場面や割合の素地指導として、
前提となる比例関係を顕在化させる試みは、
これまでも行われてきている。土屋（2002）、
早川（2003）、田端は（2003）はそれぞれ５
年生を対象にし、青山（2012）は、同一学級
の子どもを対象にして３年生と４年生、２学
年間にわたる実践を行っている。 田端、早
川、土屋、青山の４つの実践に共通して見出
された変化のきまりとしての比例関係は、整
数の範囲の倍比例である。見方を変えれば、
小数倍まで拡張された倍比例までは、どの研
究でも子ども達から見出されてはいない。倍
比例以外に、土屋の実践では、子どもから÷
÷の関係と呼ばれている整数の範囲の等分
比例が帰納されていた。また、青山の実践で
は、同じ割合を作るために等分比例を子ども
が用いていた。土屋の実践では、等分比例に
関して、なぜその関係が成り立つかについて
までは言及されていなかった。青山の実践で
は、等分比例を認める根拠を数直線に求めて
いたことが読み取れたが、どのようにして認
めていったかについての詳しい言及はなか
った。 
 
②本事例研究の目的 
 本事例研究の目的は、子どもが比例を、見
出した割合の理解にどのようにつなげるか
を明確にすることである。特に整数倍の倍比
例と整数の範囲の等分比例がどのように関
わり、小数倍の倍比例につながるかに焦点を
当てる。 
 
③実験授業の構想 
 事例研究の目的を踏まえ、次のような問題
を設定する。場面としては、ある人のバスケ
ットボールフリースローの調子よしあしを
問題とする。このとき、「10 回投げて８回入
った２日目と、15 回投げる４日目が同じ調子
とすれば、４日目は何回入るか」を中心問題
とする。 
 これにより、投げた数が 1.5 倍になったと
き入った数がどうなるかについて焦点が当
たり、小数倍の倍比例が顕在化する。また、
子どもが「10回中８回入る」と同じ調子とし
て「５回中４回る」を考えるとき、等分比例
が顕在化し、「５回中４回入る」ことをもと
に「15 回中 12 回入る」を構成するとき、整
数倍の倍比例が顕在化する。 
 問題提示は、成功を○、失敗を×として、
○×表で提示する。こうすることにより、子
どもが等分比例をどう見出し、どう認めるか
が顕在化するようになると考える。整数倍の



倍比例を考えているうちは、成功（○）と失
敗（×）の分布は問題にならない。例えば、
10 回投げて８回入る Aさんと Bさんが、同じ
調子でまた 10 回投げたことを考えるとき、
素朴に考えれば、次の 10回も最初の 10 回と
同じ分布で８入るとすることが自然である。
さらに言えば、次の 10 回の分布が最初の 10
回の分布と全く異なっていたとしても、投げ
た回数と入った回数が同じであれば結論は
変わらないのである。 
 小数倍のときは、どうであろうか。小数倍
の比例を考えるとき、与えられたデータその
ままの同じ事象の繰り返しとしてとらえる
ことはできなくなる。例えば、1.5 倍では、
0.5 倍を考える必が出てくる。すると、等分
比例を考える必要がてくる。 
 さらに、整数の等分比例を実際に即して考
えようとすると○と×の分布が問題となる。
10 回中８回入る調子をもとに投げた数が半
分になったとき、同じ調子なら、入った数は
どれだけかを考えた場合、最初の 10 回が図
１の Aのような分布をしていた場合と Bのよ
うな分布をしていた場合では、子ども達の反
応が異なることが予想される。なぜなら、「半
分にすること」を「前の 5回と後半 5回のシ
ュートにわけること」としてとらえるとすれ
ばAのように前半と後半では調子が異なって
くる場合もあるからである。 
 

Ａ ××○○○○○○○○ 
Ｂ ○○×○○○○×○○ 

     【図１】 
  ○×表を提示することにより、「投げる数
が分になったとき、入った数も半分になると
考えるとは、つまりどういうことを仮定して
いるのかについても、子ども達の思考の様相
が顕在化することが期待できる。 
 
④子どもの様相と進展に関する考察                                       
Ａ）小数倍まで拡張した比例関係に対する子

どもの認識 
 投げる数と成功した数の間の変化の規則
が小数倍になると、比例関係を認められない
子どもがいることが明らかなった。また一見
小数倍の比例関係が成り立つことを認めて
いるような反応を示す子どもの中にも、整数
倍に限って認めている整数を形式的に小数
に変えているだけの場合があることが明ら
かとなった。 
 整数倍の比例関係を認めている児童であ
っても、そう簡単に小数倍までの比例関係を
認めることができるわけではないことが確
かめられた。 
Ｂ）小数倍まで拡張した比例関係を認める手

がかり 
 （成功した数-投げた数）という数対で表
したとき、（8-10）の公約量である（4-5）の
数対を等分比例により作り、それをもとに倍
比例による推論で求めた数対（12-15）と、
小数倍で求めた数対（12-15）が一致するこ

とを確かめる過程を踏むことにより、小数倍
まで拡張した比例関係を認めることができ
た。 
 帰一法と呼ばれる（0.8-1）という数対を
つくり、それをもとに倍比例による推論で
（12-15）という数対を求める方法が（0.8-1）
という実際には起こりえない数対を媒介す
ることに対し、先の方法は、（4-5）という実
際に起こりうる数対を媒介にした点でも、子
どもに受け入れやすかったのではないかと
考える。 
 ここでの学習活動は、小数(1.5)倍の比例
関係を認められなかった子どもばかりでは
なく、形式的に比例関係を考えていた子ども
にもその妥当性を与えるという意味で、意味
ある学習が成立したといえる。 
Ｃ）整数の範囲の等分比例をどう認めるか 
 （8-10）の公約量の数対を作ろうとした際、
10 回投げて８回入った事象と、５回投げて４
回入る事象とを｢同じ調子｣と、すぐには認め
ることができなかった子どもがいた。子ども
達は、調子のデータとして○×表も参照して
おり、５回と５回に分割された○×表をみて、
分割された前半の５回中４回と、後半の５回
中４回と、もともとの１０回中８回が同じ調
子であることを直ちには認めることができ
ない実態があった。教師が、意図的に○と×
の位置を交換したことで、全く同じ事象の繰
り返しと見られたときにはじめて等分比例
を認め、これによって分割された事象とはじ
めの事象が｢同じ調子｣を表していることが
理解できることが明らかとなった。 
 
（２） 事例研究２ 
 中学校１年の比例式の教授・学習に焦点を
あてる。比が等しいこと,またそれを表す式
は小学校でも扱われている。何をどのように
進展させることができるのか、小中の接続の
視点から検討した。 
以下（２）①から④は、小野、田端、市川

高橋（2014）を抜粋した上、一部加筆修正し
たものである。 
 
①本事例研究の目的 
  本事例研究の目的は、算数と数学を接続す
る視点から比と比例式ならびに比例の学習
指導を再考することにある。 
 
②「比例する」と「比例をなす」 
  佐藤良一郎(1929)は数学教育各論の中で、
次のように述べている。 
 ｢二つの比ａ：ｂとｃ：ｄが等しいときに
は、ａ、ｂ、ｃ、ｄは比例をなすといひ、ａ：
ｂ＝ｃ：ｄなる等式を比例式という。｣ 
 しかしここでの｢比例をなす｣とは関数の
比例とは異なる。加藤国雄(1957)は、｢『比
例をなす』は、比例式を作るという意味であ
って、『比例する』とは区別しなければなら
ない。｣(p.65)と述べている。佐藤もまた、
同書の中で、｢尚ほ、しかし、さういふ形式



の意義を明確に理解させる外に、四つの量
(但し最初の二つは同種、他の二つは同種な
るを要する)が比例をなすということの観念
が実際に如何に必要であるかを具体的の例
に依て示さねばならぬ。と同時に、正比例す
る(或は比例する)という観念との差異及び
関係を明確にすることを忘れてはならぬ。｣
と述べている。このことは、比例式が成り立
つ(比例をなす)場合でも比例関係にない場
合があることを差している。前田隆一(1960)
が｢要するに、比例式は関数関係としての比
例関係を予想しなくても、とにかく、二つの
比が等しくさえあればなりたつが、関数関係
としての比例関係は、二つの変量の、対応す
るどんな二組の値に対しても比例関係がな
りたつことである。｣と述べているのはこの
ことである。 
 以上を踏まえて、算数と数学を接続する視
点からこれらの内容を再考してみたい。現在
の教育課程で比ならびに比例式の学習は、小
学校第６学年である。ところがそれを踏まえ
た比例の学習は、田端(2012)が指摘している
ように、小学校でも中学校でも比例式と関連
づけられていない。 
 この原因は、大きく分けると２つある。１
つが小学校算数において比は同種に限ると
して異種の比を認めていないからであり、も
う１つが前田が述べているように、比例式が
成り立つからといって関数としての比例関
係が成り立つとは限らないからである。 
 一方で比例関係にある２つの数量関係で
は、(同種、異種を問わず)比は等しく比例式
が成り立つ。 
 
③実験授業の構想  
  次の２点を満たす比例式の授業を行う。 
＊ 比例する異種の２量について、異なる測
度空間における対応する２量の比（これを
外比と呼ぶ）が等しいとする比例式につい
て指導する。 

＊ 比例する２つの数量関係では、(同種、
異種を問わず)比例式が成り立つことを指
導する。 

 その上で、おうぎ形の面積や弧の長さとそ
の中心角に係る学習の場面で、比例式をどの
ように用いて問題解決することができるか
を評価の場面として用い、生徒の思考の様相
を分析、考察することを通して所期の目的の
達成を目指す。 
 
④接続をとらえる視点 
 小学校算数と中学校数学の比と比例式な
らびに比例の学習の接続を考える上で、次の
点に着目する。 
Ａ）比例の定義の違い 
 小学校の比例の定義は、「伴って変わる２
つの量ｘ、ｙがあり、一方の数量ｘが２倍、
３倍、…となるとき、それに伴ってもう一方
の数量ｙが２倍、３倍、…となるとき、ｙは
ｘに比例する」である。中学校の比例の定義

は、「ｙがｘの関数で次のような式で表され
るとき、ｙはｘに比例するという。ｙ＝ａｘ」
である。 
Ｂ）着目する比 
 Ａ）のように小学校で比例を定義した際に
は、ｘとｙの変化の規則に着目したのに対し
て、中学校で比例を定義した際には、ｘとｙ
の対応の規則に着目している。 
 言い換えれば、小学校の比例の定義は、同
一測度空間内の比(これを内比と呼ぶ)への
着目であり、中学校の比例の定義は、異なる
測度空間間の比つまり外比への着目である。 
Ｃ）外比の比の値の意味の解釈 
  比例する２量ｘ、ｙが同種の量の場合、外
比の比の値は「同種の量の割合」を意味する。
ｘ、ｙが異種の量の場合、外比の比の値の解
釈は学習段階等により次のいくつかが考え
られる。 
 例えば、比例する２量ｘ、ｙがそれぞれ、
時間と道のりを表していたとする。そのとき
の対応する要素ｘ１、ｙ１（ｘ１∈ｘ、ｙ１∈ｙ）
の外比の比の値ｙ１/ｘ１は、どんな意味と解
釈できるだろうか。一つには、単位量当たり
の大きさと見れば、ｘの量の値が１のときの
ｙの量の値である。もう一つは、｢異種の量
の割合｣として定義された内包量の「速さ」
を表しているとも見られる。さらには、量的
な世界を離れ、比例における｢比例定数｣と見
ることもできよう。このときの｢比例定数｣は、
ｙとｘを関連づける関数作用素である。 
 本研究では、小学校算数と中学校数学の接
続の視点から比例を捉えた場合、外比の比の
値ｙ/ｘの意味が、単位量あたりの大きさか
ら関数作用素として抽象化されていく過程
が重要と考える。 
 
⑤  生徒の様相と進展に関する考察 
実験授業に基づいて考察をした結果、次の

3点が明らかとなった。 
Ａ）異種の比が等しいとする比例式のよさを
生徒が感じ取っていること。 
Ｂ）小学校の比例の定義に基づいて２量の比
例関係を捉え、比例しているから異種の外比
が等しいことを認めることにより、生徒の比
例の認識が進展すること。 
Ｃ）同種だけでなく、異種の外比にも着目す
ることで、同種の内比に着目していては得る
ことができない普遍的な関係に着目する契
機が生まれ、「比例をなす」から「正比例す
る」への移行の手がかりになること。 
 なお、異種の外比の比の値が関数作用素へ
と変わっていくプロセスを実証的に検討す
ることは、今後の課題とする。 
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