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研究成果の概要（和文）：一般セルバーグクラスに属するゼータ関数の係数和から生ずる誤差項について, そのトング
型の公式を導いた．それを応用し，３次元非対称約数問題において未解決であった場合の, 誤差項の２乗平均の漸近式
を求めることができた．これは1987年のイヴィッチの予想の部分的解決になっている．数論的誤差項の離散和と連続和
の差の研究において新しい表示式を考案し，より高次の場合や, ランキン-セルバーグの場合にも両者の差を研究した
．南出の先行研究の一般化として, ζ(s) の k 階導関数と l 階導関数の積の場合を考察し, 対応する数論的誤差項の
上からの評価を指数対の理論を使って求め, 南出の結果の改良を与えた．

研究成果の概要（英文）：We derived the truncated Tong-type formula for the arithmetical error term 
arising from the sum of the coeffcients of a zeta function in an extended Selberg class. We applied our 
formula to the 3-dimensional asymetric divisor problems and got an asymptotic formula of the mean square 
of the error term. This gives a partial answer of the conjecture of Ivic (1987). We gave a new formula 
for the difference between the discrete and continuous sum of the arithmetical error term. By this 
formula, we gave new estimates for the difference of higher power moments case and of the Rankin-Selberg 
case. We considered the product of k and l-th derivatives of the Riemann zeta function. We derived a 
certain certain representation of the arithmetical error term arising form this product and gave an upper 
bound using the theory of exponent pairs. This gives an improvement of Minamide's previous result.

研究分野：解析的整数論

キーワード： 数論的誤差項　ディリクレ約数問題　多次元非対称約数問題　Tong タイプの公式　２乗平均　微分約数
問題　離散和と連続和
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１． 研究開始当初の背景 
 

数論的関数 a(n) の値は一般に n の素因数
分解に深く関係していることから，その個々
の値は非常に不規則である．その為 a(n) の 
x までの総和が重要な問題となる．その主要
項は, 多くの場合, 初等関数で記述されるか
ら，主な研究対象はその誤差項となる．従来
ディリクレの約数問題, ガウスの円問題など, 
誤差項の上下からの評価や２乗平均などが
詳細に研究されてきた．私自身もディリクレ
約数問題において誤差項を含んだ積分の 
explicit な表現や, 誤差項を係数とするディ
リクレ級数の解析的な性質など数多く研究
してきた．以上のことを背景として，約数関
数以外の重要な数論的関数についてもそれ
らの挙動を調べること，また古典的な約数問
題や円問題においても, 離散和や連続和の違
いなど新しい問題について詳しく調べるこ
となどを動機として研究を始めた． 
 
２．研究の目的 
 
約数問題における平均値定理などは長い歴
史を持つ古典的な問題であるが，現在に於い
ても盛んに研究されている対象である．当研
究では約数関数以外の重要な数論的関数に
つていも平均値定理を調べたり，また古典的
な約数問題においても新しい視点から総和
の誤差項の挙動を調べることを目的とする． 
 
(1) 多次元非対称約数問題では, クラッツェ
ルやイヴィッチなどの研究があるが, ディリ
クレ約数問題と比べるとまだ研究が進んで
いないところが多い．我々は特に３次元の非
対称約数問題についてその誤差項の２乗平
均を調べる． 
 
(2) 約数問題や円問題に対する数論的誤差項
の離散和と連続和の違いを調べる．この問題
はハーディが円問題のときに研究したのが
始まりであるが，最近連携研究者の古屋氏が
約数問題のときを詳細に調べた．また前年度
までに我々も一般約数関数などで調べた．当
研究においては古屋氏の研究や我々の研究
をさらに発展させることを目指す．具体的に
は, 従来よりも高次の平均の差，またランキ
ン-セルバーグ級数でも使えるような方法を
確立することである．また誤差項の離散和を
とるとき，シフトしたところで考えることで, 
よりよく連続和を近似することを考える． 
 
(3) リーマンゼータ関数をζ(s)とするとき，
ζ(s)２に対するものがディリクレの約数問題
である．一方連携研究者の南出氏は(ζ'(s))２

で定義される数論的関数の総和を研究した．
一見 log x が掛かるだけだと思われがちで
あるが，実際にやってみると非常に複雑であ
ることがわかる．この問題の拡張として，k 
階と l 階の導関数の積など一般化した形で

考察する． 
 
３．研究の方法 
 
(1) 数論的誤差項の２乗平均の研究の基本
的な道具はヴォロノイ公式であるといって
よいと思う．実際ディリクレの約数問題やガ
ウスの円問題では最も強力な手段である．ヴ
ォロノイ公式は, 数論的誤差項の一種の級
数表示で, ペロンの公式や生成ディリクレ
級数の関数等式を組み合わせ, 複雑な計算
の後に得られる. しかし, 多次元非対称約
数問題では関数等式が複雑になり．また通常
のヴォロノイ公式では, その誤差項が大き
くなりすぎてよい評価が得られない．そこで
我々はトングの方法を拡張して, 誤差項の
新しい表示式を導く． 
 
(2) 離散和と連続和の差についての従来の
研究では, 古屋氏の補題により, 第１ベル
ヌーイ関数を用いて低次の積分に帰着させ
ていた．この研究では新しい手法でこれらの
差を扱う．これにより，より高次の平均の差
や, ランキン-セルバーグ級数の場合にも応
用できるようにする． 
 
(3) ζ(s) の k 階導関数についてヴォロノ
イ公式を導いて調べることはすでに南出氏
の研究がある．我々はこれを一般化した形で
考え, その誤差項の, ヴォロノイ型でなく, 
チャウラ-ワールム型の表示を導き，
exponent pair の理論を用いて，上からの評
価を与える． 
 
４．研究成果 
 
(1) 数論的誤差項の表示を求めるのに，ヴォ
ロノイ型の表示では誤差項が大きすぎてよ
い結果が得られない．そのため我々はトング
の方法に従って誤差項の積分表示を求めた．
トングは ζ(s)k の場合をやっていたが，
我々の目指す３次元非対称約数問題では, 
まず関数等式からして非対称である．そのた
め一般化されたセルバーグクラスのゼータ
関数という枠組みで，かつリース和の場合に
まで拡張し,その誤差項の truncated form 
を導出した．数論的誤差項は,ヴォロノイ型
と同じ形の有限和と, 積分で表示された項
のいくつかの和として書くことができた．特
に後半の部分は, ヴォロノイでは O-term と
して評価されていたが，それを積分表示した
点が重要である．この公式を使うことにより，
３次元約数関数 d(a,b,c;n) の c<a+b の場
合にその数論的誤差項の２乗平均の漸近式
を導くことができた．この条件下での漸近式
は初めて得られたものであり，イヴィッチが
1987 年に出した一般の予想の部分的ではあ
るが重要な解決となっている．更に我々のト
ング型の公式を，３次約数関数 d3(n) の 
shifted convolution や，短区間平均値定理



などいくつかの重要な問題に対して応用す
ることができた．これは X. Cao 氏(北京石
油化工学院)と W. Zhai 氏(中国鉱業大学)と
の共同研究である． 
 
(2) 数論的誤差項の離散和と連続和の差に
ついて，従来の古屋氏の方法とは異なる方法
でアプローチし，ディリクレ約数問題やガウ
ス円問題の場合に, より高次の平均で新し
い結果を得た．またこの方法はランキン-セ
ルバーグ級数の場合にも有効であることが
わかり, この２つの和の３乗目までの差に
ついて詳しく調べた．以上は X. Cao, W. Zhai, 
古屋氏との共同研究である．古屋氏とは, 誤
差項をシフトさせた点で和をとることによ
り，より良い連続和の近似を得るという共同
研究を行った. このときどの点にシフトさ
せるかが問題であるが, それはベルヌーイ
多項式の根で決まるという興味深い結果を
得た．特に円問題の場合は, 一般の点でシフ
トさせた和を，ベルヌーイ多項式を係数とす
る連続和の一次結合として書くことができ
た． 
 
(3) 南出氏が行った, ζ'(s)２ の係数和か
ら得られる誤差項の２乗平均の一般化とし
て，ζ(s) の k 階微分と l 階微分の積を考
えた. 我々はこの誤差項について第１ベル
ヌーイ関数を用いたチャウラ-ワールム型の
表示を導き，exponent pair の理論を用いて，
上からの評価を与えた．これは以前南出氏が
出した評価の改良となった．以上は古屋氏と
南出氏との共同研究である． 
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