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研究成果の概要（和文）：4次平面代数曲線の2重被覆の分岐点のワイエルシュトラス半群について被覆の種数が6,7,8
の場合に共同研究で解決し、3本の論文が出版または印刷中である。平面代数曲線の二重被覆が射影平面の二重被覆で
あるdouble sextic（特異点を許す）に拡張できる場合の分岐点のワイエルシュトラス半群についての共同研究を投稿
し、現在印刷中である。
海外共同研究者とは共著の論文"Weierstrass semigroups on double coverings of genus 4 curves"が出版された。ま
た、次数5の平面代数曲線の二重被覆が種数が大きい場合に結果を得て投稿し、現在印刷中である。

研究成果の概要（英文）：A research collaboration person and I studied on the Weierstrass semigroups of 
ramification points on double covers of plane curves of degree 4 and three papers about this subject were 
published or accepted for publication. Another research collaboration person and I investigated the 
Weierstrass semigroups of ramification points on double covers of plane curves which can be extended to 
double covers of projective planes, which may have singularities (if the double covers have no 
singularities, then they are K3 surfaces). We submitted the paper about this topic, and the paper was 
accepted.
The joint work with the overseas co-investigator was publised. The title is Weierstrass semigroups on 
double coverings of genus 4 curves. Moreover, the co-investigator and I got the result on the Weierstrass 
semigroups of ramification points of double covers of plane curves of degree 5 when the genera of the 
double covers are larger than 17. The paper about this result is being printed at present.
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1. 研究開始当初の背景 
(1) フルビッツの問題とは、数値半群が代

数曲線の点のワイエルシュトラス半群
で実現されるための計算可能な必要十
分条件を求めよである。その必要条件
は初めて Buchweitz によって求められ
た。 

(2) Torres は、二重被覆の分岐点のワイエ
ルシュトラス半群を研究することで、
Buchweitz の条件が十分条件でないこと
を示した。 

(3) 連携研究者との共同研究で、有理線織
面のブローイングアップ、有理曲面の
ブローイングアップ、ブローイングダ
ウンを使って、超楕円曲線の二重被覆
でワイエルシュトラス点の上にある分
岐点のワイエルシュトラス半群を決定
した。また、同様の方法で、d 次平面代
数曲線を対合で割った商曲線の、接線
との接触度が d-3、d-4 である点の下に
ある分岐点のワイエルシュトラス半群
を求めた。これらの結果は論文として
出版された。 

(4) 共同研究者が、トーリック曲面上の代
数曲線の点のワイエルシュトラス半群
について研究をし、結果を得ている。 

(5) K３曲面上の曲線の点のワイエルシュト
ラス半群については実現されないもの
についてしか知られていない。 

(6) 本研究の動機は、フルビッツの問題を
解くことではあるが、上記のことか
ら、この問題を曲面上の代数曲線の点
のワイエルシュトラス半群とからめて
考察することも興味深いことと考え
る。 

(7) 平面代数曲線の二重被覆の分岐点のワ
イエルシュトラス半群については次数
４のとき、被覆曲線の種数が 9 以上の
場合に決定し、そのけっかが出版され
た。 

(8) 種数が４の代数曲線の二重被覆の分岐
点のワイエルシュトラス半群について
は、被覆曲線の種数が下の曲線の種数
の３倍以上、すなわち、12 以上につい
ては、海外共同研究者等との共同研究
で決定した。 

(9) 本研究者は、５以上の種数の代数曲線
の二重被覆の分岐点を研究すること
で、Torres の方法では見つからなかっ
た代数曲線のワイエルシュトラス半群
として実現されない数値半群を構成し
た。 

２．研究の目的 
(1) 種数 2 の代数曲線の二重被覆の分岐点の

ワイエルシュトラス半群を決定するこ
と。この場合、残っている場合は、下の
曲線の分岐点は通常点であり、被覆の種
数は 3,4 である。 

(2) 平面代数曲線の二重被覆の分岐点のワイ
エルシュトラス半群としてどのようなも

のが実現されるかを求める。 
(3)  平面代数曲線の二重被覆の分岐点のワイ

エルシュトラス半群として実現されない
例を作る。 

(4) K３曲面上の代数曲線の点のワイエルシ
ュトラス半群として実現されるものを求
める。 

(5) 数値半群の算術的性質を通して代数曲線
並びにその二重被覆を調べる。 

(6) 平面代数曲線のガロア点と射影直線の巡
回被覆の分岐点であるガロア・ワイエル
シュトラス点との関係を調べる。 

(7) トーリック曲面上の代数曲線が射影直線
の巡回被覆になるための条件についてワ
イエルシュトラス半群を使って記述す
る。 

(8) 対称数値半群の数値半群全体の中での密
度を調べる。 

(9) フルビッツの問題に関連して、対称数値
半群とそうでない数値半群の算術的な関
係を調べる。フルビッツの問題で、対称
数値半群の果たす役割を考察する。 

３．研究の方法 
連携研究者と共催で、毎年 12 月に「代数曲
線論シンポジウム」を開催し、代数曲線論の
発展に貢献すると共に、講演者や参加者と本
研究に関する話題でディスカッションする。
連携研究者、海外共同研究者とは互いの大学
を訪問し、共同研究を実施する。研究協力者
については、神奈川工科大学を訪問してもら
い共同研究する。この旅費は基本的には、こ
ちらの科研費から支出する。なお、研究の目
的の(1)から(9)に対応して研究の方法が書か
れている。 
(1) 可能性のあるワイエルシュトラス半群に

対して、種数 2 の代数曲線の二重被覆を
具体的に構成して確かめる。 

(2) 平面代数曲線の二重被覆を構成するに
は、平面代数曲線の因子を調べることに
なる。特にある条件を満たす因子が、各
点の重複度が１以下の因子と線形同値で
あることを示す必要がある。よって、そ
のような因子を構成する方法を考える。 

(3) どのような数値半群の場合に平面代数曲
線で各点の重複度が１以下の因子と線形
同値になり、コホモロジーの次元の条件
を満たす因子が作れないかを考察する。 

(4) K３曲面として射影平面の二重被覆であ
る double sextic をとる。さらに、K３
曲面上の代数曲線は、平面代数曲線の二
重被覆になるものを考える。このとき、
これまで研究してきた平面代数曲線の二
重被覆の分岐点のワイエルシュトラス半
群を求める方法やその結果を使う。 

(5) 数値半群の導手は、代数曲線の標準因子
の形と関係がある。また、二重被覆の分
岐点のワイエルシュトラス半群からその
下の点のワイエルシュトラス半群を求め
るにはそれに属する偶数を２で割ったも
のを求めれば良いことが知られている。



これらのことを使って、代数曲線並びに
代数曲線の二重被覆の分岐点のワイエル
シュトラス半群について調べる。 

(6) ガロア点をもつ平面代数曲線とガロア・
ワイエルシュトラス点をもつ代数曲線の
関数体は記述することができる。その２
つの方程式を通して関係を調べる。 

(7) トーリック曲面上の代数曲線のワイエル
シュトラス半群は二次元の凸体内部にあ
る直線の格子点の個数で記述される。そ
れが射影直線の巡回被覆の分岐点の場合
であるためにはどのような条件をみたす
かどうかを調べる。 

(8) 種数を固定したとき、ある性質をみたす
数値半群の数値半群全体の中での密度が
種数を十分大きくしたとき、０に近づく
をことを示す方法を Kaplan と Ye が開発
した。その方法またはそれを改善した方
法を使う。 

(9) 数値半群から対称数値半群を構成する方
法と数値半群の種数を１下げる方法は知
られている。これらを二重被覆の構成方
法と結びつけて、ワイエルシュトラス半
群を計算し、フルビッツの問題の解決の
ための糸口を与える。 

４．研究成果 
「研究成果」の番号は、(1)から(9)まで「研
究の目的」の番号と対応している。ここで
は、目的に対応させて成果を述べることにす
る。 
(1) 連携研究者、研究協力者と共同で可能性

のある数値半群に対して、それをワイエ
ルシュトラス半群としてもつ種数 2 の二
重被覆の構成ができた。これによって種
数 2 の二重被覆の場合は解決された。こ
の結果は論文として出版された。 

(2) 研究協力者との共同研究で、平面４次曲
線の２重被覆で種数が 6,7,8 の場合に分
岐点のワイエルシュトラス半群をすべて
決定した。そのことに関する論文は出版
または受理され印刷中である。この結
果、種数 3 の曲線の二重被覆の分岐点の
ワイエルシュトラス半群については、解
決されたことになる。海外共同研究者と
の共同研究で、次数が 5 の平面代数曲線
の二重被覆であって接線との接触度が 5
の点の上にある分岐点のワイエルシュト
ラス半群を決定している。この場合には
二重被覆の種数が 18 以上のとき、4次平
面代数曲線と同様に、可能性のあるすべ
ての数値半群がワイエルシュトラス半群
として実現される。また、接線との接触
度が 4 の場合にもその上にある分岐点の
ワイエルシュトラス半群をすべて決定し
た。この場合には、可能性のある数値半
群のうち 2 つのものが二重被覆の分岐点
のワイエルシュトラス半群として実現さ
れないことも示した。平面代数曲線の二
重被覆の分岐点のワイエルシュトラス半
群の研究は、その平面代数曲線に特殊な

因子が取れるかどうかの問題に帰着で
き、平面代数曲線の研究に役に立つと考
えている。 

(3) 6 以上の次数ｄの平面代数曲線の二重被
覆であって接線との接触度が d-1 の点の
上にある分岐点のワイエルシュトラス半
群として得られない２種類の例を与え
た。また、5 以上の次数ｄの平面代数曲
線の二重被覆について、接線との接触度
が d-2 の点の上にある分岐点のワイエル
シュトラス半群として得られる例を２種
類、得られない例を 2d-7 種類与えた。
特に d=5 の場合には得られない例を５種
類与えている。 

(4) 研究協力者と共同して平面代数曲線の二
重被覆が射影平面上の二重被覆（これが
非特異ならＫ３曲面になる）に拡張でき
る条件を調べた。d 次平面代数曲線の分
岐点が、接線との接触度が dの場合と d-
1 で特別な場合に、拡張できるための必
要十分条件を二重被覆曲線の分岐点のワ
イエルシュトラス半群で記述した。この
結果は論文として受理され現在印刷中で
ある。また、この考え方を応用して、K3
曲面上の代数曲線を構成し、その曲線上
の点のワイエルシュトラス半群を計算し
た。これらの曲線と点は、d 次平面代数
曲線の二重被覆とその分岐点である。ま
た、平面代数曲線上の分岐点は接線との
接触度が d または d-1 で、d-1 の場合に
は共同研究者との結果より条件が緩和さ
れている。この話題については、2015 年
3 月に埼玉大学で開催された代数幾何ミ
ニ研究集会で発表した。K3 曲面上の代数
曲線の点がどのようなワイエルシュトラ
ス半群を実現できるかについては今まで
知られていなかったことであり、意義の
ある結果と考えられる。 

(5) 準対称数値半群をそれに属している偶数
を使っての特徴付けをし、準対称数値半
群が、いつ代数曲線の二重被覆の分岐点
のワイエルシュトラス半群として実現さ
れるかを、d 次平面代数曲線の二重被覆
に限定して考察した。3 種類の半群につ
いては実現されることが分かった。この
ことを使って、d が 5 以下の場合にはこ
の問題は解決された。これらの結果を
2015 年 2 月に RIMS で開催された研究集
会で発表した。準対称数値半群は、数値
半群の中でも、非常に特殊なものである
ことがこの研究でわかり、この数値半群
を詳細に研究することは、フルビッツの
問題の解決に貢献できるものと考える。 

(6) 研究協力者との共同研究で、ガロア点を
もっている平面代数曲線が二重被覆にな
っていて、そのガロア点が二重被覆の分
岐点になっているときの完全な特徴付け
ができた。それは、被覆の下の代数曲線
の分岐点が、ガロア・ワイエルシュトラ
ス点である、すなわち射影直線の巡回被



覆の総分岐点であることと同値になる。
この論文は、現在執筆中である。ガロア
点を二重被覆の分岐点から見た研究は今
までなく、これは意義のある結果と思わ
れる。 

(7) 代数曲線の点のワイエルシュトラス半群
とアフィン・トーリック多様体の座標環
の 関 係 に つ い て  ”Weierstrass 
numerical semigroups and affine 
toric varieties”というタイトルで、
2013 年 3月に開催された第１１回アフィ
ン代数幾何学研究集会で講演した。特に
2 次元アフィン・トーリック多様体との
関係について詳しく述べた。これは研究
協力者と共同研究で進めている射影直線
の巡回被覆でトーリック曲面上の代数曲
線であるものの分岐点のワイエルシュト
ラス半群と密接な関係があると考えてい
る。この関係が明らかになると、トーリ
ック多様体がフルビッツの問題を解決す
るためにどのような役割を果たすかが見
えてくると思われる。 

(8) ある条件を満たす種数 g の数値半群が
種数 g の数値半群全体の中でどれ位の
割合を占めているかは興味深い問題であ
る。また、この問題は黄金比とも関係が
あり、整数論的にも重要である。ところ
で、数値半群を見る指標として導手があ
る。これは 2g 以下であり、大きい程、
特殊であるように思える。実際、導手が
2g-20 以上のときは、全体の中で占める
割合は、g を無限大に近づけると、0 に
近づくことを示すことができた。よっ
て、対称数値半群、すなわち導手が 2g 
である数値半群の割合は 0 に近づく。
このことを含んだ結果を 2014 年 2 月に
開催された RIMS の研究集会で講演し
た。その内容については数理解析研究所
講究録から出版されている。 

(9) 数値半群 H に対して種数 1 を下げた数
値半群 p(H) を対応させることができる
が、これと H に属している偶数全体を 2
で割った数値半群 d(H) との関係を調べ
た。この方法は、フルビッツの問題の解
決のためには、有効な手段と考えてい
る。実際、このことからフルビッツの問
題は、特別な対称数値半群について解け
ればよいことになる。今後、この半群を
詳しく調べていく積もりでいる。このこ
とに関する論文は、現在執筆中である。
また、これに関連した内容を 2013 年 3
月に埼玉大学で開催された代数幾何ミニ
研究集会で講演した。また、この研究集
会の報告集としてこの内容の論文が電子
報告集として出版されている。 
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