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研究成果の概要（和文）：まず１つの軌道に対してその始点と軌道上の各点を測地線で結んで構成される軌道ハ
ープについて、構成された測地線分の長さやそれらの初期ベクトルが作る天頂角を考え、ケーラー多様体の断面
曲率が上から評価されているという条件の下で長さと天頂角の下からの評価を与えた。次に、磁力がアダマー
ル・ケーラー多様体の曲率に比べて小さいとき、軌道の非有界性と、磁性指数写像の微分同相性を示した。更
に、１つの測地線に対してその始点と各点とを結ぶ軌道で構成される軌道ホルンを考え、磁力と断面曲率との関
係を満たせば多様体上の点と理想境界上の点とを結ぶ軌道がただ１本存在し、理想境界の異なる２点を結ぶ軌道
が存在することを示した。

研究成果の概要（英文）： A trajectory-harp consists of a trajectory and a variation of geodesics. We
 first studied string-lengths, lengths of geodesic segments, and zenith angles which are formed by 
initial vectors of geodesics. Under the condition that sectional curvatures of the underlying 
manifold are bounded from above, we gave estimates of these quantities from below. We next studied 
trajectories on a Hadamard Kaehler manifold by using these estimates.  When the square of the 
strength of a Kaehler magnetic field is smaller than the uuper bound of sectional curvatures, we 
found that every its trajectory is unbounded and that every magnetic exponential map is a 
diffeomorphism.  Moreover, studying trajectory-horns which consist of geodesics and variations of 
trajectories, we showed that for given a point on a manifold and a point in its ideal boundary there
 exist a unique trajectory joining them, and that for given distinct points in the ideal boundary 
there is a trajectory joining them.

研究分野：幾何学

キーワード： Kaehler magnetic fields　Hadamard manifolds　trajectory-harps　ideal boundaries
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１． 研究開始当初の背景 

  非正曲率多様体の考察手法の１つとし
て、普遍被覆空間であるアダマール多様体
を考えて、その上の測地直線の量を調べた
り測地半線の漸近挙動により理想境界を
定めその幾何学から内部の幾何学を考察
するという方法がある。この方面での研究
は Eberlein-O’Nell が理想境界の定義を
与えて以来多くの研究者が活発な研究を
行ってきて Schroeder による多様体のユ
ークリッド成分の決定など剛性定理が示
されて１つの完結を見た。しかしその後も 

CAT(k)空間への拡張や調和関数の挙動と
の関連性などの考察も行われている。 

     

２． 研究の目的 

測地線族の研究では非正曲率多様体の
中で特に平坦性との関連が考察された。測
地線が測地曲率 0 であることと断面曲率
が 0（平坦）であることが関連しているの
ではないかという観点に基づいて、本研究
では、負曲率ケーラー多様体の断面曲率が
どの程度負であるかということが曲線族
の性質に反映されているはずである、とい
う立場に立って、ケーラー多様体の複素構
造に関連する曲線族であるケーラー磁場
の軌道やケーラー多様体の実超曲面上の
佐々木磁場の軌道を考えて、磁力と断面曲
率との関係で軌道の性質がどのように変
化するかを考察し、逆にこのような軌道の
性質から断面曲率などの多様体の様子を
調べることを目的とした。 

 

３．研究の方法 

 研究を遂行するにあたり大きく３つの方
向に分けて考察を行った。 
(1) アダマール・ケーラー多様体上の軌道の
漸近挙動の考察 
 多様体の断面曲率が上から評価されてい
るときに、磁力がその評価値に比べて小さい
場合に軌道が発散しているか、また発散する
とき漸近的に理想境界のある点に収束する
か、という問題を、軌道に対して軌道の始点
と他の各点とを測地線で結んでできる軌道
ハープや測地線の始点と他の点とを結ぶ軌
道族で得られる軌道ホルンの様子を複素空
間形上の軌道ハープや軌道ホルンと比較す
ることで調べた。 
(2) 複素空間形内の実超曲面族の中で等質
なものの佐々木磁場の軌道による考察 
 測地球面など等質な部分多様体上の佐々
木磁場による軌道を複素空間形の曲線と見
たときにどのような曲線に見えるか。特に円
に見える軌道はどの程度あるかを考察した。 
(3) 負曲率ケーラー多様体の離散化の試み  
 頂点と辺の集合からなるグラフは負曲率
リーマン多様体の離散モデルと考えられて
いて、グラフ上の連続する辺である道が測地
線に対応する。本研究では幾何学構造を持つ
リーマン多様体において構造に関連する曲

線族を取り、その性質を調べ更に多様体の様
子を考察することを行っている。従ってこの
考えに沿った離散化の存在が期待される。こ
こでの考察では、幾何構造の離散化を直接行
わずに幾何構造に付随する曲線族をグラフ
上で考察するにはどうしたらよいかという
観点に立って、２種類の辺を持つグラフを考
察することを提案した。  
   
４．研究成果 
(1) 軌道ハープをトポノゴフの比較定理に
おける測地三角形の対応物と考えて、断面曲
率が上から評価されているという条件の下
で複素空間形の軌道ハープとの比較を行っ
た。軌道ハープの長さを表現する量として、
軌道の始点と軌道上の各点とを結ぶ測地線
分(弦)の長さを考える。この長さ関数の導関
数が弦と軌道とがなす角となることに注目
して、弦が測地線の変分を成すことからラウ
チの比較定理を適用することで、角と長さを
下から評価した。次に軌道ハープの太さを表
現する量として、弦の初期ベクトルが作る単
位接空間内の曲線の長さ(天頂角)と指定し
た長さの弦弧が作る扇形の弧の長さを考え、
これらの下からの評価を与えた。簡単に述べ
ると、断面曲率が大きい多様体上の軌道ハー
プは断面曲率が小さい多様体上の軌道ハー
プと比較して太く短いことがわかった。 
 アダマール・ケーラー多様体上で軌道ハー
プの長さに関する比較定理を適用すると、断
面曲率が上から c (<0) で評価されていれば、
磁力 k が k2≦|c| を満たすとき軌道は非有
界であり、更に磁性指数写像を考えたとき接
空間から多様体への微分同型写像になって
いることを示した。また、天頂角に関する比
較定理を適用することで、この条件の下で軌
道は無限遠点のある点に収束することがわ
かった。 
 軌道の性質を更に調べるために軌道ホル
ンを導入し、各軌道線分の長さや軌道の初期
ベクトルが成す単位接空間内の曲線の長さ
（吹き角）を考察した。軌道ハープの場合と
異なり長さ関数の導関数が単純ではないこ
とから直接複素空間形の軌道ホルンと比較
することはできないが、アダマール多様体に
おいては磁性指数写像が全単射であること
から軌道ホルンの各軌道(管)に対して軌道
ハープを構成することが可能であるため、軌
道ハープの比較定理を通して、断面曲率が上
から負の定数 c で評価されている場合に管
の長さや吹き角の上からの評価を与えるこ
とができた。この比較定理を適用することで
磁力 k が k2＜|c| を満たすとき、多様体の
点と理想境界の点を任意に与えたときに両
者を結ぶ軌道がただ１本存在することがわ
かった。更に異なる理想境界上の２点を結ぶ
軌道も存在することが示された。 
 また軌道ハープの比較定理の応用として、
ある点を始点とする長さ r の軌道線分が作
る軌道球の体積の評価を行い、ビショップの



定理に対応する結果を得た。 
(2) ケーラー多様体の構造に付随する曲線
族としてケーラー磁場の軌道を選んで考察
しているが、古典的な幾何学において測地線
に次ぐ性質を持っているのは、フレネ・セレ
ーの公式を考えると測地曲率を１つだけ持
つ円ということになる。しかし、過去の研究
において、ケーラー磁場の軌道は円の１種で
あり測地線の摂動という形で得られるが、こ
れらの軌道は他の円と非常に性格が異なる
ことがわかっていた。ケーラー多様体におい
て円が持つ幾何学的な背景を、複素空間形と
いう良いケーラー多様体で調べてみた。 
 実超曲面上には複素空間形の複素構造か
ら誘導される接触構造が有り、この構造が定
める佐々木磁場が存在する。この佐々木磁場
の軌道を複素空間形内の曲線とみるとどの
ようになるかを調べた。複素空間形には、測
地球面を含む A 型とよばれる対称性の高い
等質実超曲面が部分多様体として含まれて
いる。この超曲面上の佐々木磁場による軌道
が複素空間形で円に見える(外的形状)ため
の条件をまず考察し、ケーラー磁場の軌道以
外の円はそれぞれある A 型等質実超曲面上
の適当な佐々木磁場による軌道の外的形状
になっていることがわかった。更に、ある磁
力を指定して外的形状が円に見える佐々木
磁場の軌道の初期ベクトルが単位接空間を
生成するという条件で A 型実超曲面を他の
実超曲面の中で特徴付けることに成功した。
この考察を細かく見ると、指定する磁力と複
素空間形の正則断面曲率の関係で測地球面、
ホロ球面、複素超曲面を中心とする管のどれ
になるかを分類することまでできた。 
(3) 主辺と補助辺の２種類を持つケーラー
グラフにおいて、主辺の道を測地線と考え補
助辺を使うことでまっすぐなものが曲げら
れたと考えることにした。すなわち P-ステ
ップの主辺による道に引き続いて q-ステッ
プの補助辺の道を考え、これを測地曲率 q/p 
で長さ p の道と考えることにした。曲がる
方向は補助辺の選び方の分あるので、そのど
れか１つになると考え確率的に処理を行っ
た。 
 これらの概念構成の元に今回はまずグラ
フ理論で成立することの拡張を考えること
にした。まずケーラーグラフが豊富にあるこ
とを示すために直積型ケーラーグラフの構
成方法を与えた。次に多様体のラプラシアン
に相当するグラフ・ラプラシアンがあるが、
ケーラーグラフについてもグラフ・ラプラシ
アンを考えて、同じ固有値を持つ同型ではな
いケーラーグラフの存在を示した。また各頂
点からでる主辺の数補助辺の数が一定であ
る正則ケーラーグラフの場合に (p,q)-グラ
フ・ラプラシアンの固有値と主辺によるグラ
フ・補助辺によるグラフのラプラシアンの固
有値との関係を考察した。 
 また、今後ケーラーグラフ自身の考察を進
める上でも、多様体との関連を考察するのに

も重要な対称性の高いケーラーグラフとは
何かを明確にするために、ケーラー磁場によ
る軌道が定める球面平均作用素との関係を
作用素の双対性という観点から考察した。複
素空間形では、磁力 k の球面平均作用素の
双対は磁力 –k の球面平均作用素になって
いることから、ケーラーグラフの場合、頂点
推移的であり主辺により隣接作用素と補助
辺による隣接作用素とが可換になっている
という条件が重要だという結論に到った。 
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