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研究成果の概要（和文）：微分幾何学において、曲面や部分多様体のガウス写像は、その幾何学的性質を調べる
うえで基本的に重要である。球面内の向きつけられた超曲面については、1997年にB.Palmerが、ユークリッド空
間の向きつけられた2次元部分空間のなす、実グラスマン多様体へのガウス写像を考察し、その像が実グラスマ
ン多様体の自然なケーラー構造に関してラグランジュ部分多様体であることをしめした。本研究では、正則断面
曲率が一定である、複素射影空間内の実超曲面に対して、複素ユークリッド空間の複素2次元部分空間のなす、
複素グラスマン多様体へのガウス写像を構成し、ホップ超曲面の場合にはその像がケーラー部分多様体となるこ
とを示した。

研究成果の概要（英文）：In differential geometry, Gauss map is very important to study geometric 
structure of surfaces and submanifolds. We define a Gauss map from real hypersurface in complex 
projective space to oriented complex 2-plane Grassmannian. We showed that if a real hypersurface is 
not Hopf, then the Gauss map is an immersion. If a real hypersurface is Hopf, then the image under 
the Gauss map is a Kahler submanifold and the Hopf hypersurface is the total space of a circle 
bundle over Kahler manifold.

研究分野： 微分幾何学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９－１、Ｚ－１９、ＣＫ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 
Richard Hamilton (J. Diff. Geom. 1982) に
よって創始された Ricci flow は、その後
Perelman による Poincare 予想の解決や、
Brendle-Schoen による微分可能球面定理の
証明(J. Amer. Math.Soc. 2009) など、微分幾
何学のみならず数学において重要な役割を
果してきた。Ricci flow の研究を進める上で、
Hamilton は Ricci soliton が重要な対象で
あることを見出し、以降その研究が精力的に
行われている。Ricci soliton の方程式は、
Ricci テンソルが計量に比例する Einstein 
方程式に、Riemann 多様体上のベクトル場 V 
による計量の Lie 微分の項を加えたものな
ので、Ricci soliton は Einstein 計量の一つ
の一般化と考えられる。一方で、微分幾何学
において部分多様体論は様々な興味深い幾
何的な対象をもたらしてきて、Einstein 計量
の一般化についても、永年に渡って研究され
てきた。本研究において、Ricci soliton を部
分多様体論の手法等により構成し、その構造
を調べていきたい。 
 
２．研究の目的 
1. Ricci soliton を部分多様体の微分幾何学
的観点から考察し、2. 様々な具体的条件の下
でその存在性や性質を調べる事と共に、3. 定
曲率空間内の austere 超曲面と複素 Euclid 
空間内の特殊 Lagrange 錐、4. 複素空間形
内の全測地的全実部分多様体によって葉層
化された極小 Lagrange 部分多様体、5. 
Hermite 対称空間内の Lagrange 部分多様
体の基本定理、6. 複素空間形内の Hopf 主 
曲率が消える実超曲面や、主曲率が一定の実
超曲面など、微分幾何学における重要な研究
対象についても、従来から研究代表者が行っ
てきた研究を発展させる。 
 
３．研究の方法 
(i) Ricci soliton を部分多様体論の観点か
ら、及び局所共形 K¨ahler 多様体の場合に
その存在、構成法を調べる。(ii) ファイバ
ー束を用いて、Hermite 対称空間内の部分多
様体で、全測地的部分多様体によって葉層化
されたものが、Lagrange 部分多様体、さら
に極小部分多様体になるための条件を考察
する。(iii) Hermite 対称空間内の曲線、曲
面や Lagrange 部分多様体の基本定理を、
E.Cartan の定理を基に示していく。以上の
研究を遂行するために、コンピュータを導入
し、インターネットを介して共同研究者達と
研究連絡を取ると共に、共同研究者と相互訪
問、及び研究集会を通して当研究を進める。 
 
４．研究成果 
(1) 部分多様体に関する微分幾何学におい
て、ガウス写像は曲面や部分多様体の幾何学
的構造を調べる上で基本的に重要な概念で
あって、その対象に応じて様々なガウス写像
が研究されてきた。その１つとして、1997 年

に B. Palmer は、球面内の向きつけられた超
曲面に対して、その超曲面の位置ベクトルと
単位法線ベクトルで張られる、ユークリッド
空間内の向きつけられた2次元部分空間を対
応させることにより、球面内の超曲面から実
グラスマン多様体へのガウス写像を定義し、
その像は自然なケーラー構造に関して、ラグ
ランジュ部分多様体であることを示した。こ
の結果は、近年ラグランジュ部分多様体の研
究において重要な役割を果たしている。本研
究では、この Palmer のガウス写像を、複素
射影空間、および複素双曲空間内の実超曲面
について一般化した。 
(2)(正則断面曲率が４の)複素射影空間内の
実超曲面で、単位法線ベクトルに複素構造を
施すことによって得られる、実超曲面上の構
造ベクトル場が主曲率ベクトル、すなわち形
作用素の固有ベクトルであるときに、ホップ
超曲面とよばれる。その構造は、1982 年に
Cecil-Ryan によって研究された。複素部分多
様体上の半径一定のチューブはホップ超曲
面である。逆に、複素射影空間内のホップ超
曲面は、その構造ベクトル場に対応する（一
定な）主曲率を 2cot2r とするとき、実超曲
面を rだけ単位法線ベクトル方向に「平行移
動」したときの、写像(フォーカル写像とい
う)の階数が一定であるとき、その像は複素
部分多様体であって、ホップ超曲面は複素部
分多様体上の半径一定のチューブ上にある
ことがわかる。しかし、そのフォーカル写像
の階数が一定でないときには、その構造定理
は部分的なものしか得られていなかった。さ
らに、複素射影空間内の等質実超曲面は高木
亮一によって分類されていて、すべて階数 2
のエルミート対称空間のイソトロピー表現
の軌道として得られることが知られている
が、それらはすべてホップである。 
 本研究では、複素射影空間内の実超曲面に
対して、その位置ベクトルと単位法線ベクト
ルで張られる、複素ユークリッド空間内の複
素 2 次元部分空間を対応させることにより、
実超曲面から複素2平面のなす複素グラスマ
ン多様体へのガウス写像を定義した。そして、
実超曲面がホップでない時には、ガウス写像
がはめ込みである一方で、実超曲面がホップ
であるときには、そのガウス写像は構造ベク
トル場の積分曲線上では一定であって、その
像は、複素 2平面グラスマン多様体の四元数
ケーラー構造に関して全複素部分多様体で
あることを示した。その結果として、複素射
影空間内のホップ超曲面は、ケーラー多様体
上の円束の全空間であって、その射影は今回
の研究で構成したガウス写像に他ならない
ことを明らかにした。 
（3）(正則断面曲率が-4 の)複素双曲空間の
ホップ超曲面については、構造ベクトル場の
主曲率の絶対値が 2 より大きい場合に、
Montiel によって Cecil-Ryan と同様の構
造定理が知られていた。一方で、構造ベクト
ル場の主曲率μの絶対値が2より小さい場合



には、構造定理が近年まで知られていなかっ
たが、Ivey が奇数次元の球面内の２つのルジ
ャンドル部分多様体からそのようなホップ
超曲面が構成されることを示した。そして、
それらの中間の場合については分かってい
なかった。本研究では、複素双曲空間内の実
超曲面に対して、複素ミンコフスキー空間内
の時間的ベクトルである位置ベクトルと、空
間的ベクトルである単位法線ベクトルによ
って張られる、不定値 2次元部分空間を対応
させることにより、複素双曲空間内の実超曲
面から複素ミンコフスキー空間に関する複
素2平面グラスマン多様体へのガウス写像を
構成した。そして、実超曲面がホップでない
ときには、ガウス写像ははめ込みであること
を示した。一方で、ホップ超曲面の時には、
構造ベクトル場の積分曲線に沿って、ガウス
写像は一定であり、その像は不定値グラスマ
ン多様体のパラ四元数ケーラー構造につい
て、良い性質を持った半分次元の部分多様体
であることを示した。特に、μの絶対値が 2
より大きくて、ガウス写像の像への誘導計量
が非退化のときには、その像は不定値ケーラ
ー部分多様体であって、μの絶対値が 2より
小さくて、かつガウス写像の像への誘導計量
が不定値の時には、その像はパラケーラー部
分多様体である。その中間の場合は、べき零
的な構造で記述されることもわかった。以上
から、複素双曲空間内のホップ超曲面が、こ
のガウス写像により統一的に理解できるよ
うになった。 
(4) ケーラー多様体でリッチ曲率が０であ
るカラビ-ヤウ多様体内の特殊ラグランジュ
部分多様体は、Harvey-Lawson によって定義
され、超弦理論など物理学においても極めて
重要な研究対象である。カラビ-ヤウ多様体
の最も基本的な例である複素ユークリッド
空間内の特殊ラグランジュ部分多様体の研
究 も ま た 数 多 く の 研 究 が あ る 。
Harvey-Lawson は、実ユークリッド空間、あ
るいは球面内の部分多様体で、すべての法ベ
クトルについて、その形作用素の固有値の集
合が-1 倍しても変わらないとき、austere と
定義した。これは、極小部分多様体の特別な
ものである。Austere 部分多様体の研究は 
Bryant に始まっていくつかの研究はあるが
まだそれほど多いとはいえない。本研究では、
奇数次元球面内の austere 超曲面で、単位複
素数の作用で不変であるようなものについ
て、すなわち複素射影空間内の実超曲面のホ
ップファイブレーションによる逆像である
ような超曲面を考察した。 
 その例としては、(i)2m-1 次元の複素射影
空間内のm-1次元全測地的複素射影空間上の
半径π/4 のチューブを考えると、そのホップ
ファイブレーションによる逆像は 2m-1 次元
の同じ半径の球面の直積であって、austere
である。(ii)複素射影平面内の全測地的実射
影平面上の半径π/8 のチューブを考えると、
そのホップファイブレーションによる逆像

は 5次元球面内の主曲率が 4種の極小等径超
曲面であって、austere である。(iii) 複素
射影空間内の極小線織実超曲面を考える。す
なわち、実超曲面は Levi-平坦であって、構
造ベクトル場に直交する方向の接分布の積
分多様体は、複素射影超平面とする。このと
き、そのホップファイブレーションによる逆
像は球面内の austere 超曲面である。 
 得られた結果として、複素射影平面内のホ
ップ超曲面を考える。そのホップファイブレ
ーションによる逆像が 5 次元球面内の
austere 超曲面ならば、ホップ超曲面は全測
地的実射影平面上半径π/8 のチューブであ
って、そのホップファイブレーションによる
逆像は、主曲率 4 種の極小等径超曲面(特に
等質)である。次に、複素射影平面内の Levi-
平坦超曲面を考える。そのホップファイブレ
ーションによる逆像が 5 次元球面内の
austere 超曲面ならば、その Levi-平坦超曲
面とそのホップファイブレーションによる
逆像は、それぞれ3次特殊ユニタリー群SU(3)
の 1-パラメーター群の軌道から得られるこ
とが分かった。 
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