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研究成果の概要（和文）：金属部分（ハード・変形しない）と輪ゴム部分（ソフト・変形可）からなるハード・ソフト
系の知恵の輪の解法について、特に解法に必要な手数について、空間グラフの部位指定交差交換距離の研究として定式
化することによって研究した。群論を用いた従来の議論ではなく、被覆空間を用いた新しい幾何的な研究方法を考案し
た。関連して絡み目の成分指定結び目解消数についても研究した。また不連続写像の合成写像がいつ連続写像となるか
についても研究した。

研究成果の概要（英文）：We have studied puzzle ring problem by formulating it into a problem of 
site-specific crossing change distance of spatial graphs. In stead of group presentation arguments known 
so far we have used covering space arguments. We have also studied when a composition of discontinuous 
maps is continuous.

研究分野： 数物系科学

キーワード： 位相幾何学　結び目理論　空間グラフ
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１．研究開始当初の背景 
 
 空間グラフ理論は世界的に幾何的な観点
と代数的な観点の双方から種々の研究がな
されてきた。日本は空間グラフ理論研究にお
ける世界的なリーダーであり、２００４年と
２０１０年には空間グラフ理論の国際ワー
クショップを早稲田大学で開催していた。 
 
 
２．研究の目的 
 
 空間グラフ理論は位相幾何学、特に結び目
理論の一分野である。この分野の基礎研究を
推進し、応用への準備もするのが本研究の目
的である。考える問題としては、空間グラフ
の各種同値関係に関する分類問題、空間グラ
フが内蔵する結び目・絡み目の問題、空間グ
ラフの射影図の問題、空間グラフの不変量の
問題、空間グラフの３次元トポロジー的な研
究問題、特に空間グラフの曲面を使っての研
究問題などがある。 
 
 
３．研究の方法 
 
 ２０１３年に開催する空間グラフ理論国
際ワークショップを主軸にしてその前後に
国内外の諸研究者と研究交流して理論を進
展させる。２０１２年にはこれまでに得られ
ている結果を整理して、考えるべき問題をリ
ストアップする。２０１３年にはそれらの問
題を中心にして理論を発展させる。２０１４
年には得られた成果を整理して発表し、今後
の発展につなげる。また力学系理論、平面曲
線論、数論など幾何学、数学の諸分野の研究
者との研究交流をはかる。 
 
４．研究成果 
 
（１）ハードソフト系の知恵の輪問題の解法
について位相幾何学（トポロジー）の観点か
ら研究した。ハードソフト系の知恵の輪とは、
金属などで出来た変形しない部分と、十分な
長さを持つ紐や輪ゴムなどからなる変形可
能な部分からなる知恵の輪のことである。ハ
ードソフト系の知恵の輪問題とは、初期状態
（多くの場合、変形しない部分に変形可能な
部分が絡まっていてはずれない状態を意味
する。）から完成状態（多くの場合、変形し
ない部分から変形可能な部分が外れている
状態を意味する。）へ変形可能であることを
示す問題である。さらに、初期状態から完成
状態への変形に対して必要な「手順の数」と
いうものが定義されている場合には、初期状
態から完成状態への変形に必要な手順の最
小数を求めることも問題となる。今回、この
手順の最少数を、結び目理論における結び目
解消数や絡み目解消数の概念の類似として、
以下のように定義した。変形しない部分と変

形可能な部分のそれぞれについて３次元空
間内で強変形レトラクトとなる１次元複体
をとり、さらに変形しない部分に対応する１
次元複体に適当に辺を追加して空間グラフ
を作る。この追加した辺は仮想的な辺であり、
この辺と変形可能な部分に対応する１次元
複体の辺との交差交換によって初期状態に
対応する空間グラフから完成状態に対応す
る空間グラフへの変形が可能となる。その際
に必要な交差交換の最少数を手順の最少数
として定義した。この手順の最少数を、いく
つかの典型的なハードソフト系の知恵の輪
について、被覆空間についての初等的な議論
を用いて決定した。 
 
（２）不連続写像の合成写像がいつ連続写像
となるかについて研究した。位相空間 Xから
それ自身への全単射fを一つ固定したときに、
各整数 nに対して fの n乗が自然に定義され
る。ここで fの 0乗は Xから Xへの恒等写像
であり、fの-1 乗は fの逆写像である。この
とき fの n乗が Xから Xへの連続写像となる
ような整数n全体の集合をC(f,X)と記すこと
にする。C(f,X)は整数全体の集合 Zの部分集
合であるが、恒等写像は連続写像であること
より 0を含み、連続写像の合成写像は連続写
像であることより、mと nがともに C(f,X)の
元であれば m+n も C(f,X)の元となる。つまり
C(f,X)は Z の部分モノイドとなる。逆に、Z
の部分モノイド Cを一つ与えたときに、ある
位相空間 Xと Xからそれ自身への全単射 fが
存在して C=C(f,X)となることを示した。位相
空間Xにコンパクトハウスドルフという制限
をつけると、コンパクト空間からハウスドル
フ空間への全単射連続写像は同相写像とな
ることより、C(f,X)は Z の部分群となる。つ
まり fの n乗が Xから Xへの連続写像であれ
ば、fの-n乗もXからXへの連続写像となる。
Z の部分群 C を一つ与えたときに、あるコン
パクトハウスドルフ空間 Xと Xからそれ自身
への全単射fが存在してC=C(f,X)となること
も示した。さらに一般に、位相空間 Xからそ
れ自身への全単射全体の中で連続な全単射
がどのように分布しているかについての考
察をした。 
 
（３）空間グラフの site-specific Gordian 
distance について研究した。site-specific 
Gordian distance とは交差交換を行なう
abstract edges の pair を指定した交差交換
距離のことである。 link の場合には
site-specific Gordian distance は
component-specific Gordian distance と呼
ばれる。その特別な場合として Milnor link
型の Brunnian links の component-specific 
Gordian distance について考察した。Milnor 
link 型 の Brunnian links の
component-specific Gordian distance は
link homotopy invariant ではないことを例
を も っ て 示 し た 。 一 つ の link の



component-specific Gordian distances がど
のような値を取りうるかという実現問題に
ついて考察した。一般に ordered oriented 
link の component-specific unknotting 
number、さらに一般に ordered oriented 
links の component-specific Gordian 
distance を定義した。n-component ordered 
oriented link の component-specific 
unknotting numbersがどのような値をとりう
るかについて考察した。 
 
（４）伊藤昇氏と瀧村祐介氏との共同研究と
して、高々有限個の横断的な２重点のみを多
重点に持つ球面閉曲線たちは５種類の
Reidemeister movesのうちのどのようなもの
で互いに移りあうかについて考察した。特に
Reidemeister move 3 を、そこに現れる 3 辺
形の orientation が coherent であるものを
strong Reidemeister move 3、coherent でな
いものを weak Reidemeister move 3、と呼ん
で 、 Reidemeister move 1 と strong 
Reidemeister move 3 が生成する同値関係、
さらには Reidemeister move 1 と weak 
Reidemeister move 3 が生成する同値関係に
ついて考察した。 
 
（５）３次元ユークリッド空間内の結び目を
３次元ユークリッド空間から３次元ユーク
リッド空間への同相写像とは限らない連続
写像で繰り返し写した場合にどのようにな
るかについて考察した。この問題に関連して、
同じ平面射影図を持つ結び目は同値である
という事実を一般化する補題を示した。結び
目の射影図の場合にはそれを射影する平面
に関して結び目は局所的には単射になって
いるが、単射でない場合も含めて考察した。
ただし扱った結び目は有限個の直線分の和
集合である結び目に限定した。また、３次元
ユークリッド空間から３次元ユークリッド
空間へのある連続写像が存在して、任意に与
えられた結び目型の無限列に対して、ある３
次元ユークリッド空間内の結び目が存在し
て、その結び目をその連続写像で繰り返し写
した際にその像が特異結び目ではなく結び
目となり、その結び目型が与えられた無限列
を実現するようにとれることを示した。この
結び目は tame knot でとれるが、この結び目
を有限個の直線分の和集合としてとれるか
どうかは未解決である。 
 
（６）Conway-Gordon による nontrivial knot
をちょうど１つ Hamilton cycle すなわち
7-cycle として持つ７頂点完全グラフの３次
元ユークリッド空間への埋め込みについて、
nontrivial knot がちょうど１つであること
を示す別証明を発見した。７頂点完全グラフ
はトーラスに一意的に埋め込み可能である。
トーラスに自然にユークリッド計量を入れ
ておいたときに、その埋め込みにおけるサイ
クルの長さを考える。トーラスを自然に３次

元ユークリッド空間に埋め込んだときに、そ
のトーラス上のサイクルは全て自明な結び
目かまたはトーラス結び目である。非自明な
トーラス結び目になるためにはトーラスの
メリディアンとロンジチュード方向に回る
回数をそれぞれ p, q としたときに(p,q)は
(2,3)もしくはそれ以上でなければならない。
するとそのサイクルの長さの 2 乗は
2^2+3^2=13 以上でなければならない。そこで
その長さ以上のサイクルはただ１つである
ことが分かり、この空間７頂点完全グラフは
nontrivial knot をちょうど１つ Hamilton 
cycle として持つことが分かる。簡単な空間
全同位変形により、この空間７頂点完全グラ
フはConway-Gordonによるものと全同位であ
ることが示される。これで証明が完成する。
７頂点完全グラフは Hamilton cycle だけで
も 360 個あり、従来は場合分けによるチェッ
クが不可欠であったが、この計量を使う方法
でシンプルに示されることになった。 
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