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研究成果の概要（和文）：本研究では，曲面上のグラフの多色彩色に関する研究テーマを扱った．この概念はいわゆる
「美術館問題」を動機として定義されたものであり，私の研究の糸口は，3-正則平面２部グラフの多色4-彩色性をグラ
フの局所変形を用いて解くことであり，本研究は，そのアナロジーとして，その他の曲面の偶角形分割に同様の事実が
成立するかを扱った．結果的には，当初想定していた問題はすべて，予想通りに解くことができた．一方，得られた結
果がグラフの拡張問題に結びつき，曲面のZ2ホモロジーやグラフのサイクルスペースなどの代数的手法を用いる新たな
研究の方向性を見つけた．本研究では当初の予想を大きく超える成果を得ることができた．

研究成果の概要（英文）：In this research, we dealt with polychromatic coloring of graphs on surfaces. 
This notion was defined in relation with the so called ``Art gallery problem", and my research purpose is 
to firstly solve the polychromatic 4-chromaticity of cubic bipartite plane graphs by using local 
transformations, and secondly to solve the similar problems for even-sided maps on other surfaces as its 
analogy. As a result, we could solve all problems given in the application as we expected. On the other 
hand, we found a relation of our result to the extension problem of graphs, and got a new direction for 
the research to use an algebraic method such as a Z2-homology of a surface and the cycle space of graphs. 
We have been able to obtain much more than we expected before.

研究分野： グラフ理論
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１． 研究開始当初の背景 
 
 曲面上のグラフGの多色着色（多色k-着色）
とは，G の各面にすべての色が現れるように
G の頂点を k 色で色分けすることである．
（多色 k-彩色では，上の条件に加え，同色の
頂点が隣接してはいけない．）平面グラフの
このような着色は，離散幾何における「美術
館問題」を動機として定義されたものであり，
幾何学への応用，その他の曲面上のグラフの
同様の彩色問題への発展，さらにその証明手
法としてのグラフの局所変形理論の構築へ
と進展するものであり，理論的に広範囲をカ
バーする興味深い研究テーマである． 
 美術館問題とは，「任意の n 角形の美術館
を見張るために監視カメラは何台必要であ
るか」というものである．この問題は平面上
の「可視性」を扱う幾何学に属し，これまで
にたくさんの関連研究が知られている．この
美術館問題に対する Fisk のエレガントな解
答は，「任意の極大外平面グラフは 3-彩色可
能である」という平面グラフの彩色理論の結
果から，監視カメラは n/3 台以下で十分であ
ることを結論するものであった．（また，こ
の評価が最良であることも簡単に証明する
ことができる．） 
 2011 年，私は Horev, Katz, Krakovski た
ちによる3-正則平面2部グラフの多色4-着色
性に関する結果を目にした．その定理は単純
で美しいが，主張は少々弱く，証明は冗長か
つ複雑だった．そこで，その定理の主張を強
め，かつ，証明を簡単にできないかと考えて
みると，私たちの得意とするグラフの局所変
形の双対理論が極めて有効であることがわ
かった．ゆえに，私は本申請により，科学研
究費補助金の援助を受け，グラフの局所変形
の手法を用いて，曲面上のグラフの多色着色
に関する問題とその関連問題を一気に解決
しようと考えた． 
 近年，私は「硬い幾何学」と「やわらかい
幾何学」との間にある研究テーマがしばしば
高いレベルの研究になるという実感を持っ
ており，本提案も「グラフ理論」と「離散幾
何」を両輪とする新たな研究分野を切り開く
ことができると予想していた． 
 
２．研究の目的 
 
 まず，Horev, Katz, Krakovski たちの 3-
正則平面２部グラフの結果に対して，グラフ
の局所変形理論を用いて，簡潔な結果を与え
ることを目標とした．そのために，グラフの
ある拡張変形が多色 k-彩色性を保存するかど
うかを解明する必要がある．そして，ある局
所変形がグラフの多色 k-彩色性を保存するこ
とが確かめられれば，あるグラフの族 Fにお
いて，その変形に関する極小グラフを列挙さ
れ，それらがすべて多色 k-彩色可能ならば，
F に属するすべてのグラフもそうであること
が証明できる． 

 また，Horev, Katz, Krakovski たちの定理
に，グラフの局所変形を用いた簡潔な証明が
与えられれば，そのアナロジーとして以下の
問題が考えられる： 
 
（１） 射影平面の 3-正則偶角形分割が，奇

数段のメビウス梯子と同型でなけれ
ば，多色 4-彩色を持つか． 

（２） トーラスの 3-正則偶角形分割が多色
4-彩色を持つか． 

 
 （１）（２）を解決するには，それぞれの
曲面上の 3-正則偶角形分割に対して，それぞ
れのグラフは，ある有限個の具体的なグラフ
から，有限個のグラフ変形を繰り返すことに
より得られることを証明しなければならな
い．射影平面のグラフ変形に関してはすでに
類似の研究があるが，トーラスについてはま
ったく未知の問題であり，これが完成すれば
大きなインパクトを持つのではないかと思
われていた．また，トーラスの次はクライン
の壺で同様の問題が考えられるが，場合分け
は大幅に増えそうある． 
 さらに，曲面の偶角形分割だけでなく，三
角形面を持たない平面グラフが多色 4-彩色
を持つかどうか（これには奇プリズムが反例
となることが知られているが，これのみが反
例なのか），また，グラフを三角形分割や四
角形分割に限定して，その多色彩色性にどの
ようなことが成り立つか，などに問題意識を
持ちながら研究をスタートさせた． 
 私たちは，これまで一貫して「グラフの局
所変形」に関連する何らかの研究を継続して
きており，本問題では，私たち独自の切り口
と手法により，何らかの新しい理論が構築で
きるのではないかと考えていた． 
 
３．研究の方法 
 
 平面の 3-正則 2 部グラフの多色 4-彩色の
定理を完成させる．そして，平面の場合の証
明を模倣し，射影平面上の同様の定理の完成
を試みる． 
 次にトーラス上のグラフについて考える
と，曲面のオイラー数の関係から，本問題で
はこれまでと同様の手法を用いることがで
きないことがわかる．そのため，当面，その
解決を目標として文献整理や情報収集を行
い，問題解決に取り組む．（この証明の最終
段階では膨大な場合分けが必要となるため，
グラフの同型判定等の作業に計算機処理を
用いる．）その問題が解決されれば，本計画
の大部分が達成され，さらに得られた生成定
理のいろいろな応用（N-変形や臨界 5-染色
性）を検討する． 
 証明の完成やその議論の検証にあたり，他
大学の研究者との議論の機会を設けるよう
にする．また，国内外で開催される学会や研
究集会に参加し，情報交換の機会を多く持つ
ようにする． 



４．研究成果 
 
 まず，本研究の糸口となった Horev, Katz, 
Krakovski たちの 3-正則平面２部グラフの
多色 4-彩色に関する定理は，平面偶三角形分
割の生成定理を用いることにより，簡潔な証
明を与えることができた． 
 また，この証明は曲面上での局所変形を扱
うため，それらの議論は曲面に依存しない．
したがって，２で述べた問題（１）（２）に
ついては，射影平面とトーラス上の多重極小
偶三角形分割の完全リストを決定すること
により，その双対グラフ（3-正則偶角形分割）
を考えることにより，それらの問題に肯定的
な結果を与えることができた．一方，クライ
ンの壺に関する定理は，トーラスの場合以上
に多くの場合分けが発生することが予想さ
れ，今後の課題として残っている． 
 以上は，本研究テーマを掲げた時点で予想
していた問題に関する研究成果であるが，研
究を進展させていく中で，ある新しい研究の
方向性が見えるようになり，それらを追求す
ることで，曲面の Z2ホモロジーやサイクルス
ペースなどの代数的手法が当該問題によく
馴染むことがわかってきた． 
 特に，以下に示した問題について研究成果
を得た： 
 
（１） 任意の閉曲面の多色 3-彩色可能四角

形分割の特徴付け． 
（２） 任意の閉曲面の四角形分割が，辺の

追加により，何通りの偶三角形分割
に拡張するか． 

（３） 任意の閉曲面の多色 4-彩色可能四角
形分割の特徴付け． 

（４） いくつかの曲面で三角形分割が多色
2-彩色可能となるための条件の決定 

  
 （１）の問題については，もともと，四角
形分割と曲面上の可縮閉曲線との交差関係
を用いて定理を述べようとしていたが，曲面
の Z2 ホモロジーやグラフのサイクルスペー
スなどを用いて，主張が明確に述べられるこ
とがわかった． 
 （２）の問題は，多色彩色とは少々異なる
ものだが，（１）を含む形で，「四角形分割が，
辺の追加で，偶三角形分割に拡張されるか」
という四角形分割の拡張問題を完全に述べ
ることに成功した．この問題は，向き付け可
能曲面に関しては部分的解決があったが，私
たちはすべての曲面でその問題を完全に解
決した．代数的な処理の有用性はその研究の
中で見つけられた． 
 （３）多色 4-彩色可能四角形分割は，本研
究とはまったく別の文脈から，平面でのみ特
徴付けられていたが，本研究では，（２）で
述べた代数的手法により，任意の閉曲面の上
で多色 4-彩色可能四角形分割を決定した．さ
らに，興味深いことに，本問題はいわゆる「四
色定理」やその同値問題「3-正則平面グラフ

が 3-辺彩色可能であるか」と密接な関係を持
つことが突き止められ，大変興味深いものと
なった． 
 （４）本問題では（２）の逆問題を考える：
つまり「偶三角形分割 G は全域四角形分割 Q
を持つか」を考える．偶三角形分割 G に Q
が存在することは明らかであるが，Q が２部
グラフとして選択できるかは明らかではな
い．そして．Q が２部グラフであれば，G は
多色 2-着色可能である．本研究では，いくつ
かの曲面で三角形分割が多色 2-彩色可能と
なるための条件を見つけることができた．コ
ン結果も，平面グラフに関する結果と照らし
合わせると大変興味深く，今後の研究へとつ
ながりそうである． 
 
 以上のように，本研究では計画当初に予想
していた目標を大きく上回る研究成果を得
ることができた． 
 当初，「グラフ理論」と「幾何」を両輪に
バランス良い研究を構想していたが，前者の
みの著しい発展をさせることができた． 
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