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研究成果の概要（和文）：CR-多様体上のKohn-Rossiラプラシアンの実部として得られる退化した2階偏微分作用素であ
るサブラプラシアンを生成作用素とする拡散過程(CR-ブラウン運動)を、リーマン多様体上のブラウン運動の構成方法
であるElles-Elworthy-Malliavinの手法を拡張して利用することで、大域幾何学的に構成した。さらに、CR-ブラウン
運動を用いて、サブラプラシアンに付随する熱方程式、ディリクレ問題の確率解析的手法による考察を行った。

研究成果の概要（英文）：A diffusion process generated by a sub-Laplacian, which is a real part of the 
Kohn-Rossi Laplacian on a CR-manifold, is constructed in a globally geometrical manner by extending the 
Elles-Elworthy-Malliavin approach to the Brownian motion on a Riemannian manifold. Using the diffusion 
process (CR-Brownian motion), the heat equation and the Dirichlet problem associated with the 
sub-Laplacian are investigated in a stochastically analytic manner.

研究分野：確率解析
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１．研究開始当初の背景 

K.D. Elworthy, P. Malliavin, J.-M. Bismut, S. 

Watanabe などの研究成果に代表される確率
微分幾何学の分野における種々の研究は，す
べてリーマン多様体もしくはリー群に関す
るものであった．すなわち，非退化作用素ラ
プラシアンもしくは大域的なヘルマンダー
型微分作用素に対する拡散過程を出発点と
していた．退化しており，さらに大域的なヘ
ルマンダー型の表示を持たない微分作用素
に対する具体的なかつ体系的な確率微分幾
何学の研究成果はまだなかった．また，サブ
ラプラシアンに基づく解析的手法による拡
散過程の考察が進んでいたが，あくまでも熱
方程式ありきの研究であり，確率微分方程式
を利用して拡散過程を構成してゆく確率幾
何学的手法ではなかった． 

強擬凸 CR 多様体上の Kohn-Rossi ラプラ
シアン□bは，退化した 2 階実微分作用素△b

と実ベクトル場 T の線形結合□b=△b +inT

（i2=-1）という形をしている．△b は退化し
た微分作用素であり，大域的なヘルマンダー
型微分作用素として表すことができない． 

研究代表者は，リーマン多様体上のブラウ
ン運動の確率微分幾何学的構成法である
Elles-Elworthy-Malliavin の手法を拡張し，△b

に付随する拡散過程（CR-ブラウン運動と呼
ぶ）をCR-構造に付随した複素ベクトル束 T1,0

を基礎とするユニタリ主束の確率微分方程
式を利用して構成する方法を発見していた．
しかし，構成法には局所座標が用いられ，大
域幾何学的な構成とはなっていなかった．さ
らに構成された CR-ブラウン運動を利用して，
△b に付随する熱核の構成とその漸近挙動の
解析，ディリクレ問題などの問題などを大域
幾何学的考察と結び付けて解決することが
期待できた． 

 

２．研究の目的 

多様体上の退化した微分作用素に対する，解
析的手法に依らず，確率微分方程式を中心に
据えた新たな確率微分幾何学を展開するこ
とを目的とした． 

具体的には，退化した微分作用素である
Kohn-Rossi ラプラシアン□b をもつ強擬凸
CR多様体上で， 

 

(i)□bの実部であるサブラプラシアン△bを生
成作用素とする拡散過程（CR-ブラウン運
動）をリーマン多様体上のブラウン運動を
構成する確率幾何学的手法である
Elles-Elworthy-Malliavin の手法を拡張し，
さらに局所座標を表に出さない大域幾何
学的な手法で構成すること， 

 

(ii) △b に付随する熱核(熱方程式の基本解)を，
CR-ブラウン運動を用いて確率解析的に表
示し，熱核の短時間漸近展開を確立するこ
と，および 

 

(iii) CR-ブラウン運動の基本的性質(爆発問題，
再帰性) を CR 幾何学を反映させる形で解
明すること， 

 

により，新たな確率微分幾何学を体系的に展
開することを目的とした． 

 

３．研究の方法 

(1) CR-構造を定める複素ベクトル束 T1,0上の
複素接続である Tanaka-Webster 接続を大域的
に利用して，T1,0 の複素正規直交枠からなる
ユニタリ主束U(T1,0)上に基本複素ベクトル場
L1,L2,…,Ln を構成し，これから定まるユニタ
リ主束上の確率微分方程式 

 

(*) 

 

の解 rt の CR-多様体 M への射影として CR-

ブラウン運動を実現した． 

 とくに L1,L2,…,Lnの構成は，局所座標では
なく，接続形式に関する大域的な手法を通じ
て行った． 

 

(2) CR-ブラウン運動(正確には U(T1,0)上の rt)

により，熱核を 

 

(#)   

 

と期待値表現し，Watanabeの漸近理論（とく
に Takanobuの漸近展開）を援用して，対角線
成分 p(t,x,x)の t→0 における漸近展開の係数
を求めた． 

 まず，拡散過程の座標近傍からの離脱時間
の分布が原点で指数減衰することを利用し
て，(#)を局所表現に置き換えられること示し
た．その後，局所近傍上での大域座標表現を
用いて，漸近展開を実行した．とくに CR-多
様体の局所構造が漸近的にハイゼンベルク
群の形をしていることを利用して，漸近展開
係数を求めた． 

 

(3) これらの問題の解決に関連し，派生的に
生まれた問題である拡散過程の摂動と熱核
の漸近展開の関係，および確率振動積分の漸
近挙動（ウィナー空間上の停留位相法）につ
いて考察を行った． 

 

(4) これらの研究を遂行するにあたり，連携
研究者ならびに国内確率解析研究者との情
報交換を密に行った．とくに，連携研究者と
の研究打ち合わせを行うために旅費を使用
した．また確率論研究者との意見交換をはじ
めとする研究交流のために研究集会に出席
した．このためにも旅費を使用した． 

 

(5) 研究成果の評価を得るために，研究集会
「確率解析」(於京都大学数理解析研究所，
2014 年 3 月)，UK-Japan Stochastic Analysis 

School 2014(於 University of Warwick，2014年
9 月)で講演を行った．これらの発表のために



旅費を使った． 

 

(6) 確率解析関係，幾何学関係，および偏微
分方程式関係図書を購入し，研究推進に利用
した． 

 

４．研究成果 

(1) CR-構造を定める複素ベクトル束 T1,0上の
複素接続である Tanaka-Webster 接続を用いて，
ユニタリ主束U(T1,0)上に基本複素ベクトル場
L1,L2,…,Ln を構成した．これらは局所座標を
用いて既に構成していたが，その際には明確
に認識できていなかった事実である，複素ベ
クトル場を構成するにもかかわらず，CR-多
様体が実多様体であることを反映して，実際
の構成は実解析的に行わなければならない
ことを見出した．これにより実際の解析にお
いては ReL1, ImL1, …, ReLn, ImLnが中心的な
役割を果たす事情がより明瞭になった． 

 

(2) (1)の基本複素ベクトル場を用いて，ユニ
タリ主束 U(T1,0)上の確率微分方程式(*)の解
の射影π(rt)を用い，CR-ブラウン運動 Xtを構
成した．構成に際しては，複素ユークリッド
空間上のブラウン運動がユニタリ変換で不
変であることを利用し，π(r0)=x であれば同じ
CR-ブラウン運動の分布が得られること，す
なわち，ファイバーごとの同一性があること
を示した．この手法は，リーマン多様体上の
ブラウン運動の構成に用いられる直交枠束
上の Elles-Elworthy-Malliavin の手法を複素ユ
ニタリ主束へと拡張したものである． 

 

(3) ReL1, ImL1, …, ReLn, ImLnが張るリー環の
πの誘導する接バンドルTU(T1,0)からTMへの
射影による像が M の接ベクトル空間と一致
することを確かめた．ここでは，ReLkと ImLk

のリー内積から欠落した 1次元方向であるベ
クトル場 Tが生まれるという CR-多様体に特
有の性質を利用した．これにより，マリアバ
ン解析における部分的準楕円性の結果(研究
代表者による射影に限らない一般化された
成果(①))を援用し，(#)のような熱核の期待値
表現が可能であることを証明した． 

 

(4) 部分的準楕円性の考察に着想を得て，CR-

ブラウン運動に沿う 1-微分形式の確率線積
分の分布が滑らかな密度関数を持つための
十分条件を見出した．π*L1,…，π*Lnが M の
複素ユニタリ枠を与えていることに対応し
た考察に基づいているが，リーマン多様体上
の 1-微分形式の確率線積分の同時分布に対
するジェット束を用いる研究代表者の成果
(①)に比べて改良の余地を残すものとなって
おり，継続的な考察を継続して行うこととし
ている． 

 

(5) ReL1と ImL1のリー内積から欠落した 1次
元方向であるベクトル場Tが生まれるという
CR-多様体に特有の性質と境界点の分類条件

（研究代表者がD. W. Stroock氏との共同研究
で確立(②)）を用いて，CR-ブラウン運動 Xt

を用い，C3境界を持つ領域 D 上のディリクレ
問題△u=0，u|∂D=fの解を E[f(Xτ)]期待値表現
できる（τは領域からの離脱時間）ことを示
した．確率解析的には解は弱解として実現さ
れるが，これに△b が準楕円性を持つことを
合わせて，確率解析的な解が古典解であるこ
とも注意した． 

 

(6) (1)～ (5)に述べた成果は，論文「 A 

construction of diffusion processes associated 

with sub-Laplacian on CR manifolds and its 

applications」（博士課程指導学生近藤宏樹との
共著論文）にまとめ，現在 Journal of 

Mathematical Society of Japan に投稿中である．
また，これらの成果に基づき次項〔学会発表〕
に挙げた二つの講演を行った． 

 

(7) 熱核の対角線上の漸近挙動 p(t,x,x) (t→0)

について，座標近傍への局所化をおこなうこ
とで，ユークリッド空間上の Watanabe の漸近
理論（Takanobuの漸近展開）が適用し， 

 

と展開できることを確認した．さらに当初予
想していたように C0(x)は x に依存しない定
数であることを証明できた．実際，C0(x)は平
坦な CR-多様体であるハイゼンベルク群の場
合に x=0での漸近展開に現れるものと一致し
ている．これは，CR-多様体の点ｘの周りの
局所座標がハイゼンベルク群の大域座標に
より漸近的に近似できる事実を反映してい
る． 

 

(8) 上述C0(x)がハイゼンベルク群に由来する
メカニズムについての考察を開始した．,この
突端として，ハイゼンベルク群上の CR-ブラ
ウン運動を支配するベクトル場に原点で退
化するベクトル場の摂動を付加した拡散過
程を考え，その熱核 q(t,x,y)の対角線の原点で
の短時間漸近挙動 q(t,0,0) (t→0)について考察
した．そして，その C0-項がハイゼンベルク
群のものに o(t)（t→0 で 0 となる項）を付加
した形をしていることを見出した． 

 この考察に着想を得て，一般の確率微分方
程式を摂動してえられる確率微分方程式に
付随する熱核について，元の確率微分方程式
の熱核との関係について考察を始めた．元の
確率微分方程式が非退化であれば，ハイゼン
ベルク群と同様の結果（元の確率微分方程式
の熱核の C0項に o(t)という項を付け加える）
を見出した．しかし，ハイゼンベルク群のよ
うな退化した生成作用素を持つ場合には，部
分的に非退化な成分との関連を具体的に記
述する方法をまだ見いだせていない． 

 

(9) サブラプラシアン△b に inT を加えると



Kohn-Rossi ラプラシアン□b が出現すること
に鑑み，CR-ブラウン運動を利用した□bに付
随する熱核はラプラス-フーリエ型の重みを
付けた期待値表現となることが予想できる．
この観点から，ウィナー空間上のラプラス-

フーリエ型変換である相関数 q，振幅関数 ψ

を持つ確率振動積分 

 

の漸近挙動について考察を行い，新たな振幅
関数のクラスについて停留位相法が成立す
ることを見出した．この結果を論文にまとめ， 
Kyushu Journal of Mathematics で公開した（次
項〔雑誌論文〕①）． 
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