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研究成果の概要（和文）：計画の通り微分幾何学的手法の導入によるGidas-Ni-Nirenberg理論の拡張およびLyapunov型
不等式の精密化とp-ラプラシアンを含む半分線形方程式に対する応用の研究を行った．
前者では，(1) Henon方程式とよばれる方程式の球対称でない解(mモード解）の構成およびその消滅についての応用，(
2) n次元球面上のBrezis-Nirenberg問題の解の一意性の問題への応用を行った．これらの結果を3編の論文にまとめた
．
後者では，Lyapunov不等式の精密化に必要なSobolev不等式の研究も含め，13編の論文にまとめた．

研究成果の概要（英文）：According to the plan of this study, we have proceeded the following two objects: 
the extension of Gidas-Ni-Nirenberg's theory by the geometric approach, refinements of Lyapunov-type 
inequalities and their applications to half-liear equations which include p-Laplacian.
In the former, we have studied (1) Henon equation, especially the construction problem of non-radially 
symmetric solutions (m-mode solutions) and their degeneracy to radially symmetric solutions. (2) 
Brezis-Nirenberg problem on n-dimensional sphere and the uniqueness of the solution. These results are 
published in three papers.
In the latter, we have studied Sobolev inequalities which are necessary for the refinements of 
Lyapunov-type inequalities. These results are published in 13 papers.

研究分野：函数方程式論
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１．研究開始当初の背景 

半線形楕円型方程式の正値解についてあ
る 種 の 対 称 性 を 得 る 方 法 と し て
Gidas-Ni-Nirenberg による Moving-Plane

法がよく知られている．方程式を考える領域
が n  次元開球 D であれば，解の球対称性を
示すことができる．半線形楕円型方程式とし
て次の型のものを考える． 

( ) ( , ( )) 0,   u x f x u x x D      

( ) 0,  u x x D    

この問題に対して，内藤雄基氏と鈴木貴氏は
D にポアンカレ計量を仮定することにより
非線形項 f の減少性の仮定を従来より緩和し
た．申請者はこの方法に興味を持ち，一般の
楕円幾何計量や双曲幾何計量を D に導入し
た場合，どのような拡張がなされるかという
問題意識をもつこととなった．これが，本研
究の動機となっている．研究期間中，球面上
の Brezis-Nirenberg 問題の正値球対称解の
一意性についての問題が方法的には類似し
た点があることを知り，この方面の研究にも
一歩を踏み出すことができた． 

 本計画のもう 1 つの柱として，p-ラプラス
作用素を含む半線形方程式の非自明解の存
在のための必要条件の研究があった．この目
的のためには，精密化されたソボレフ不等式
の導出が必要となる．ソボレフ不等式の精密
化のためには，関数の対称化の方法が必要で
あり，この点において半線形楕円型方程式の
解の対称性の研究と共通する要素がある．互
いに応用できる部分が研究期間中に生じる
のではないかということも，開始当初念頭に
置いて研究に着手した． 

 

２．研究の目的 

 幾何学的手法の導入により関数対称化の
方法を発展させることが本研究の目的であ
る．具体的にはGidas-Ni-Nirenbergの理論，
すなわち，半線形楕円型微分方程式の正値解
の球対称性の導出につきその適用範囲を拡
げること，またソボレフ不等式を精密化し，
p-ラプラス作用素を含む半分線形方程式の解
の存在のための必要条件を求めることの 2点
を研究目的とした．前者では従来非線形項に
仮定されていたある種の単調性を緩和でき
る場合があり，後者ではリャプノフ型不等式
として得られていた評価を最良の評価に改
善することができる．いずれの場合も，幾何
学的考察に基づく新たな関数の対称化を行
うことが鍵となっている．以下，各項目につ
いて，詳しく述べる． 

（１）1. Gidas-Ni-Nirenberg 理論に関する
拡張について：内藤雄基氏と鈴木貴氏によっ
て見出された領域に（オリジナルなユークリ
ッド計量とは異なる）リーマン計量を導入
し，非線形項に対する条件を緩和する方法
についての研究である．この方法の応用と
して，Henon 方程式とよばれる方程式の 

m モード解 （原点を中心とする 2 / m の回
転で不変な解）が存在する m についての上限

の評価を得ることができた．この部分は，塩
路直樹氏との共同研究により進めた． 

（２）p-ラプラス作用素を含む半線形方程式
の非自明解の存在のための必要条件の研究
について：研究開始当初 p-ラプラシアンを含
む方程式の解の存在のための必要条件の研
究が J. Pinasco 氏らによってなされていた．
申請者は，そのような必要条件はソボレフ
不等式の最良定数で記述した方が，通常と
られている方法より見通しがよいだろうと
考えていた．これについて，様々な p-ラプ
ラス作用素を含む半線形方程式について，確
かめることが具体的目標であった．この部分
は，亀高惟倫氏，永井敦氏，武村一雄氏，山
岸弘幸氏との共同研究により進めた．  

 

３．研究の方法 

 研究の目的で述べた項目（１）については，
塩路直樹氏とのゼミを通じて進展させた．ペ
ンタブレットを用いてのゼミもそのうちか
なりの回数を占めた．ペンタブレットを用い
てのゼミで問題となるのは，回線の接続状況
である．疑似ホワイトボードを用いて数式，
図を書きゼミを行ったが，まれに回線の状況
が悪くレスポンスがなかなか返ってこない
場合があった．また，音声も聞きにくくなる
状況があった．遠隔ゼミは，近いテーマを研
究している者どうしにとって良いツールで
あると感じたが，帯域の割り当てなどの問題
があり，インターネットサイトによってその
使用感はばらつきがあるのではなかろうか． 
 項目（２）については，同時に集まる状況
を作り出すことが難しかったため，進展状況
を電子メールで連絡する場合が多かった．学
会開催時を利用し，全員でゼミを行うことも
あった．この研究では，グリーン関数の構成
等に数式処理を多用した．グリーン関数の対
角成分の挙動をシミュレートすることで証
明のヒントを与えてくれる場合があったた
めである．項目（１）の研究でも後半は，一
般化されたポッホザエフ関数の挙動を調べ
る場面が多くなり，数式処理ソフトウエアの
活用を行う状況が多くなった． 
 
４．研究成果 
 研究の目的で述べた項目（１）については，
内藤氏‐鈴木氏とはことなるリーマン計量
を領域に導入し，非線形項に対する条件を緩
和できるいくつかの場合を得た．この方法で
は，超平面に関する対称点を考えるのではな
く，測地面に関する対称点を考える．そのた
め，対称点を得るための具体的計算は難しい
部分がある．この項目についての成果を 2 編
の学術論文にまとめることができた（雑誌論
文⑤，⑥）．そのうち１編は，研究の目的で
述べたように Henon 方程式への応用である．
また，関連研究として，球面や双曲空間での
半線形方程式の解構造の研究を開始するこ
とができた．具体的には，ポッホザエフ関数
を用いた解の一意性の結果を得ることがで



きた．この方法が球面や双曲空間での半線形
方程式の解析に有効な手段であることが
徐々にわかって来ている状況である．この結
果の一部は雑誌論文⑥にまとめることがで
きた． 
 項目（２）については，雑誌文献①－③，
⑥-⑯が該当する．ソボレフ不等式の精密化
を行い，それを利用してリャプノフ不等式の
改良を行った．このことにより，従来得られ
ていたリャプノフ不等式より精密な不等式
を得ることができた．特に p=2 の場合には，
リャプノフ不等式にリーマンゼータ関数が
現れることを示し，さらにそれが最良の評価
である（それ以上改善できない）ことを示し
た．証明自体は単純であるが，このようなこ
とは従来指摘されておらず，視点として新た
な結果なのではなかろうか． 
 また，（１）と（２）を結ぶような事項：2
次元球面上の pL 弾性曲線の研究を本研究期
間中に開始することができた．これについて
は，日本数学会 2015 年年会で一部の結果を
報告した（雑誌文献④は関連する結果であ
る）． 
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