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研究成果の概要（和文）：　粟田、Feiginとの共同研究により、refined topological vertexをDing-Iohara代数の立
場から理解した。
　星野・野海との共同研究により、Askey-Wilson多項式の四重和公式を導き、それによって、一行の分割に付随するKo
ornwinder多項式の明示的公式を導出した。その公式によってLassalleの予想が証明がされた。
　Braverman、Finkelbergとの共同研究により、Laumon空間のtwisted de Rham complexのEuler characteristicの母関
数がMacdonald差分作用素の固有関数であることが示された。

研究成果の概要（英文）： A quantum group approach to the refined topological vertex of Iqbal-Kozcaz-Vafa 
is presented in terms of the Ding-Iohara algebra (joint work with H. Awata and B. Feigin).
 A four-fold series expression is obtained for the Askey-Wilson polynomial. It gives us an explicit 
formula for the Koornwinder polynomials in one row case. Lassalle's conjectures for the Macdonald 
polynomials for types B,C,D are recovered, hence proved, as special cases of the formula for the 
Koornwinder polynomials (joint work with A. Hoshino and M. Noumi).
 A geometric construction is presented for the Macdonald polynomials of A-type as the Euler 
characteristic of the twisted de Rham complex for the Laumon space. The Macdonald polynomials of other 
types can be considered in some other algebro-geometric setting, and a conjecture aout a geometric 
construction is given (joint work with A. Braverman and M. Finkelberg).

研究分野：量子可積分系
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 以下に、研究開始当初の背景について、研
究動機及び研究目的にも適宜言及しながら、
その要点を４つの項目 (A)、(B)、(C)、(D)
に分けて記す。 
 (A) 本研究の主な目標のひとつは、
Macdonald 多項式やその拡張に対して存在す
るある種の多変数超幾何級数的な明示的公
式を研究することであった。その研究方針の
ひとつとして、Ding-Iohara 代数と呼ばれる
ある特殊な量子群の表現論を十分に展開す
る必要が生じた。さまざまなテンソル積表現
を構成し、代数の生成元及び intertwining 
operator たちの行列要素を具体的に計算す
ると、さまざまな状況下で Macdonald 多項式
に由来するような多変数超幾何級数が出現
することが観察された。言い換えれば、
Macdonald 多項式（の明示的公式）に関する
データは、Ding-Iohara 代数の定義（生成元
に関する定義関係式、余積の構造等）に要約
できることが認識されつつあった。 
 (B) ２次元の共形場の理論は、その理論の
創始以来現在に至るまで、数学及び物理学に
対して極めて深く重要な数理現象を生み出
し続けている。Ding-Iohara 代数は、２次元
の共形場の理論の差分類似を研究するため
に重要な足がかりを与えていることは明ら
かである。例えば、変形ビラソロ(ないし W)
代数が、Ding-Iohara 代数のフォック表現の
テンソル積表示を通じて自然に現れてくる。
従って、Ding-Iohara 代数の研究によって
Macdonald 多項式と変形ビラソロ(ないし W)
代数との関係をさらに追求する可能性が開
かれた。 
 (C) Alday-Gaiotto-Tachikawaの予想と関
連して、Ding-Iohara代数の表現論の理解を深
めることは当初から重要な課題であった。
Ding-Iohara代数の持つSL(2,Z)の対称性は、
表現論を非常に豊かなものにしている。実際
、テンソル積表現を構成する際に、各テンソ
ル成分に個別のSL(2,Z)を作用させて、そのよ
うな空間に対するintertwining operatorを
調べることができる。そのintertwining 
operator の行列要素を、Iqbal-Kozcaz-Vafa
のrefined topological vertexと呼ばれる量
と比較ないし同定してみるという問題が生じ
ていた。そのような研究は、Ding-Iohara代数
の表現空間の間のintertwining operator の
積の真空期待値と、Nekrasov分配関数とが全
く一致するということを示すことを目標とし
て着想された。それによって、代数の表現論
の立場からAlday-Gaiotto-Tachikawaの予想(
のK理論版)に解決を与えようと試みたのであ
った。 
 (D) Laumonの擬旗空間はA-型のDrinfeldの
擬写像空間のsmallな特異点解消を与える。量
子コホモロジーの研究の立場から見れば、 
同変K理論の意味でLaumon空間のtwisted de 

Rham complexのEuler characteristicは、量
子戸田ハミルトニアンの差分類似となるよう
な量子可積分系のハミルトニアンの固有関数
であることが期待されていた。それを代数幾
何学的な取り扱いによって研究することは大
変興味深い問題であった。 
 
２．研究の目的 
 「背景」に記述した項目に沿って研究の目
的を項目ごとに整理する。 
 (A) Ding-Iohara 代数の表現論を研究し、
Macdonald 多項式、Askey-Wilson 多項式や
Koornwinder 多項式の明示公式を研究し、そ
の組合わせ的構造を解明する。 
 (B) ２次元の共形場の理論の差分類似の
可能性について、Ding-Iohara 代数の立場か
ら研究する。BPZ 方程式の差分類似と
Macdonald の差分方程式との関係を調べる。 
 (C)   Iqbal-Kozcaz-Vafa の refined 
topological vertex を Ding-Iohara 代数の表
現論を用いて再構成し、Nekrasov 分配関数が
行列要素として自然に現れるような枠組み
を構成する。 
 (D) Laumonの擬旗空間に関してtwisted de 
Rham complex の Euler characteristic を研
究し、幾何学的表現論と Macdonald 多項式と
の関係を明らかにする。 
 
３．研究の方法 
 以下、研究の方法について、「背景」に記
述した項目の番号を示しながら説明する。 
 (A)、(B)、(C)について。Ding-Iohara 代数
のフォック表現のテンソル積表現をできる
だけ系統的に調べる。その際、SL(2,Z)の対
称性を用いて、それぞれのテンソル成分ごと
に異なったレベルベクトルを与えることが
重要となる。そのための基礎的な計算技術を
確 立 す る 。 そ の よ う な 表 現 空 間 の
intertwining operator の存在と一意性を示
すこと及び具体的な表示式を求めることが
必要となる。 
 さらに、各フォック表現にはスペクトル変
数が対応させられていることに注意する。基
本的な演算子の合成により、多数のフォック
空間のテンソル表現から、多数のフォック空
間 の テ ン ソ ル 表 現 へ の intertwining 
operator が定められるが、この複合演算子は、
各空間のレベルベクトルとスペクトル変数
に依存することとなる。 
 このような複合演算子の幾つかの積を考
察する。表現空間の構成から、これはある種
の六角格子上に定められた量と考えること
が自然である。 
 そのような複合演算子のある種の行列要
素は、基本的 intertwining operator の具体
的表示を用いれば、非常に簡単に計算するこ
とができる。その行列要素の式ないし性質を、 
Iqbal-Kozcaz-Vafa の refined topological 
vertex と比較する。 
 refined topological vertex の研究におい



て、Nekrasov 分配関数を与えるような六角格
子の構成は知られている。そのような状況か
ら考えて、Ding-Iohara 代数の表現論の枠組
みで、Alday-Gaiotto-Tachikawa の予想(の K
理論版)について一定の理解を得ることがで
きる。 
 さらに、六角格子上の複合演算子の性質を
追求することができる。実際、スペクトル変
数をあるやり方で特殊化すると、(A 型
の)Macdonald 多項式の明示的公式が、
Nekrasov 分配関数の特殊化として得られる。 
 このような現象を理解する一つの方法と
して、２次元の共形場の理論の差分類似の可
能性を追求し、Ding-Iohara 代数の立場から
Macdonald の差分作用素を導出し、それによ
ってBPZ方程式の差分類似の研究を進めるこ
とができるであろう。この方面の研究は、今
後プライマリ場とその共形族の差分類似の
あるべき姿を見抜くための重要な足がかり
となると思われる。 
 次に、項目(A)、特に A型以外の Macdonald
多項式、Askey-Wilson 多項式や Koornwinder
多項式の研究の方法について述べる。 
 B、C、D 型の Macdonald 多項式の明示的公
式について、Lassalle の予想が知られていた。
その証明法について、大分前から私はおおよ
その方針を持っていたのだが、その要となる
のが Askey-Wilson 多項式のある種の四重和
的な明示的公式の構成であった。その公式は
その複雑さゆえに長い間完成しなかったの
であるが、幸いにもその四重和公式を証明す
ることができた（星野・野海との共同研究）。
Koornwinder 多項式の核関数関係式の技術を
用いて Askey-Wilson 多項式の四重和公式を
伝搬させ、適当なパラメータの退化を行うこ
とで、Lassalle の予想式に証明を与えること
ができる。 
 Ding-Iohara 代数のフォック表現と
Koornwinder 多項式の関係についても研究を
行うことができるが、Koornwinder 多項式の
明示的公式に関する理解を組織的に得る段
階にはまだ至っていないように感じられる。 
 最後に、項目(D)について述べる。 
量子コホモロジーの立場から、代数幾何学的
な手法によりMacdonald多項式を理解するこ
とを目指す。Laumon の擬旗空間は A-型の
Drinfeldの擬写像空間のsmallな特異点解消
を与えるのであった。 
 同変K理論の意味でLaumon空間のtwisted 
de Rham complex の Euler characteristic を
調べることは、あるモジュライ空間の（余）
接空間の構造の研究に帰着するが、その周辺
の研究はだいぶ以前に A. Braverman, M. 
Finkelberg によってなされていた。コホモロ
ジーの消滅定理と、そのモジュライ空間の
（余）接空間の構造のデータを用いれば、レ
フシェッツの固定点定理から Euler 
characteristic を具体的に計算することが
できる。 
 その母関数がMacdonald差分作用素の固有

関数であることは、組合わせ的な議論によっ
て証明することができる（A. Braverman, M. 
Finkelberg との共同研究）。 
 
４．研究成果 
 以下、得られた研究成果を記す。 
 粟田、Feigin との共同研究にっよって、
Iqbal-Kozcaz-Vafa の refined topological 
vertexをDing-Iohara代数の表現論の立場か
ら理解した。 
 星野・野海との共同研究によって、
Askey-Wilson 多項式の四重和公式を導き、そ
れによって、一行の分割に付随する
Koornwinder 多項式の明示的公式を導出した。
その公式でパラメータを特殊化することに
よって Lassalle の予想が証明がされたこと
になる。 
 Braverman、Finkelberg との共同研究によ
って、Laumon 空間の twisted de Rham complex
の Euler characteristic の 母 関 数 が
Macdonald 差分作用素の固有関数であること
が示された。一般の型の Macdonald 多項式の
幾何学的構成について予想が与えられた。 
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