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研究成果の概要（和文）：複素多様体上の正則写像のなす半群の力学系と、正則写像の族によるランダム力学系の両者
の理論を、互いに交錯させながら基礎から構築し、出来上がった理論を純粋数学にとどまらず非線形物理学や数理生物
学などの他分野へ思想的・哲学的に訴えかけた。ランダム力学系におけるカオスと秩序の間のグラデーションなど、新
しい世界観を提供した。具体的には、「協調原理」により大概のランダム複素多項式力学系において通常の複素力学系
よりカオス性が弱まり、秩序性が生まれることを発見し、カオス性が弱まった中にもカオスと秩序の間のグラデ―ショ
ンが存在していることを発見して、マルチフラクタル解析などを用いて研究を深化させている。

研究成果の概要（英文）：I investigated the random dynamics of rational maps and the dynamics of 
semigroups of rational maps on the Riemann sphere. I showed that regarding random complex dynamics of 
polynomials, generically, the chaos of the averaged system disappears at any point in the Riemann sphere, 
due to the automatic cooperation of the generators. I investigated the iteration and spectral properties 
of transition operators acting on the space of (Hoelder) continuous functions on the Riemann sphere. I 
showed that the set of stable systems is open and dense in the space of random dynamical systems of 
polynomials. Also, I investigated the limit state functions. By taking a partial derivative of the 
function of probability of tending to a minimal set with respect to a probability parameter, I introduced 
a complex analogue of the Takagi function. I am developing multifractal analysis for limit state funtions 
and the complex analogue of the Takagi function.

研究分野：複素力学系
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１．研究開始当初の背景 
力学系理論はある一定の規則のもと時間と
ともに物事がどう変わっていくかを調べる
分野であり、あらゆる自然科学・人文科学の
分野に数理モデルとして現れる。そのうち、
実直線上の多項式力学系はもっともポピュ
ラーでかつ重要な研究対象である。その場合
は、複素平面全体に相空間を拡げたほうが解
析が行いやすい。また、一方で、自然界に多
くランダム項があることから、毎回、ある確
率分布に従って写像を選択するような「ラン
ダム力学系」を調べることも重要と思われる。
両者のアイデアを総合して、ランダム複素力
学系を調べることが自然かつ重要と思われ
る。独立同分布ランダム複素力学系を調べる
際には、付随する有理関数の半群（以下有理
半群とよぶ）のリーマン球面上での力学系を
調べることが必須となる。以上のことから、
ランダム複素力学系理論および有理半群の
力学系理論を同時に扱い発展させることが 
重要と思われる。ランダム複素力学系理論は 
１９９０年代初頭にFornaessとSibonyによ
りはじめられ、有理半群の力学系理論は同じ
ころ Hinkkanen と Martin の研究と、中国
の Renのグループによりはじめられた。私は
彼らとは独立に有理半群の力学系理論の研
究をはじめた。なお、私はランダム力学系理
論と有理半群の力学系理論を結び付けて統
合させた理論をはじめて組織的に研究しは
じめた。 
 
２．研究の目的 
複素多様体上の正則写像のなす半群（以下正
則写像半群）の力学系と、正則写像の族によ
るランダム力学系の両者の理論を、互いに交
錯させながら基礎から構築し、出来上がった
理論を純粋数学にとどまらず非線形物理学
や数理生物学などの他分野へ思想的・哲学的
に訴えかけることにある。ランダム力学系に
おけるカオスと秩序の間のグラデーション
など、新しい世界観を提供していく。非線形
物理学では、数値実験により、ランダム実力
学系において、ノイズを入れるとカオスが秩
序的状況に変わる現象（雑音誘起秩序)や、逆
にカオス性が増す現象（雑音誘起カオス）が
数多く観察されているが、その数学的背景を
ランダム複素力学系を通して解明すること
も目標である。 
 
３．研究の方法 
ランダム複素力学系、有理半群ともに、既存
の理論はあまりない。すべて一から道具立て
を作り、通常の一つの有理関数（写像）の反
復合成の力学系理論とフラクタル幾何学に
おける反復関数系理論の両者の方向をにら
みつつ、作用素論やエルゴード理論における
「熱力学形式」、「マルチフラクタル解析」な
どの強力な理論体系をうまく絡ませてラン
ダム複素力学系理論と有理半群の理論の両
者の理論を同時に発展させていく。詳しく述

べると、類似の話題である、（１）確率過程
としてのランダム複素力学系（２）有理半群
（３）歪積写像の力学系（４）列ごとの力学
系（５）反復関数系の類似（６）パラメータ
空間の研究（７）半群の作用をコホモロジー
群で表現すること などの数項目を、「同時」
にかつ総合的に発展させていくことが重要
な方法である。この方法により、ランダム複
素力学系特有の現象（ランダム性により誘起
される現象）などが浮き彫りにされる。 
 
４．研究成果 
大まかにわけて（１）（確率過程としての）
ランダム複素力学系（２）ランダム複素力学
系の極限状態に現れる関数の解析、特にマル
チフラクタル解析（３）有理半群固有の話題 
が成果として挙げられる。 
（１）ランダム複素力学系においては、多項
式全体の空間における確率測度を考え、毎回
その確率測度に従って多項式写像を選択す
る独立同分布ランダム力学系を考える。私は
「2 次以上の多項式の空間の確率測度で台が
コンパクトなものの空間を考えると、その空
間のある位相で開かつ稠密な部分集合にお
いて、その集合に属する任意の確率測度につ
いて、核ジュリア集合が空となり、平均化シ
ステムのカオス性は（連続関数の空間への作
用の観点では）消滅し、かつ摂動に関し安定
である」ことを示し、論文にまとめて出版し
た。これは通常の複素力学系では起こりえな
い、ランダム複素力学系特有の新現象であり
「協調原理」と呼んでいる。なお、連続関数
の空間への作用のカオスが消滅しても、ある
指数以上のヘルダー連続関数の空間への作
用に依然としてカオス性が残りうることも
発見し、それを「カオスと秩序の間のグラデ
ーション」とよび、研究を行っている。 
（２）上記で特に、極限状態関数である「悪
魔の階段の複素平面上版」やその確率パラメ
ータによる偏微分である「高木関数の複素平
面上版」の各点ヘルダー指数についてそのマ
ルチフラクタル解析などを行っており、研究
が発展中である。 
（３）このほか拡大的有限生成有理半群で開
集合条件を満たすと限らないもののジュリ
ア集合のハウスドルフ次元の研究などを行
った。また、無限生成拡大的有理半群で開集
合条件を満たすもののジュリア集合のハウ
スドルフ次元を研究し、それを拡大的と限ら
ない有理半群のジュリア集合のハウスドル
フ次元の研究に応用した。 
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