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研究成果の概要（和文）：多項式写像に代表される有界閉区間上の可微分力学系に対して、大偏差原理が成り立つため
の判定条件を得た。すなわち、平坦でない多峰写像力学系が、３つの性質：(1)特異値における微係数の時間発展に関
する指数的増大性；(2)特異軌道の劣指数的回帰性；(3)位相完全性を持てば、レベル２の大偏差原理が成り立つことが
示された。このことから、例えば、ほとんどすべての絶対連続不変確率測度を持つ２次写像力学系に対して、大偏差原
理が成り立つことがわかる。また、この２次写像力学系に対して、Birkoff平均に関するマルチフラクタル・スペクト
ルの熱力学形式論を用いた具体的表示を与え、その連続性を示すことができた。

研究成果の概要（英文）：We obtained a criterion to hold the large deviation principle for smooth 
dynamical systems on the interval. If a multimodal map without flat critical points has the following 
properties: (1) the exponential growth of the derivative on the set of critical values with respect to 
the time evolution; (2) the sub-exponential slow recurrence of the critical orbits; (3) the topological 
exactness, the large deviation principle of level 2 holds. From our result it is shown that almost every 
stochastic quadratic map satisfies the large deviation principle. Moreover we gave a representation of 
the Birkhoff spectrum by using thermodynamic formalism, and showed its continuity.

研究分野：力学系理論
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１．研究開始当初の背景 
 
確率論における大偏差原理とは、確率変数

列の平均の挙動についての法則である大数

の法則やその平均からの小さなずれについ

ての法則である中心極限定理の次に考察の

対象となる平均からの大きなずれについて

の法則である。力学系理論において確率論に

おける大数の法則に対応する法則は、エルゴ

ー ド 定 理 な ら び に  SRB 

(Sinai-Ruelle-Bowen) 測度（あるいは絶対

連続不変確率測度）の存在に関するものであ

る。ロジスティック写像や Henon 写像など適

当な双曲性を持つカオス的な可微分力学系

に対して、SRB 測度が存在することはよく知

られている。さらに力学系がよい混合性を持

つ場合には、SRB 測度の一意性や相関関数が

指数的に減衰することが確かめられ、このこ

とから中心極限定理が導かれる。しかし、力

学系の大偏差原理に関する理論は、統計力学

の数学的定式化やマルチフラクタル解析な

ど広範な応用がある重要なテーマであるに

も関わらず、有限 Markov 性や一様双曲性と

いった強い条件を仮定した場合を除いては

確立されていなかった。タワー拡大の手法を

用いて非一様双曲型力学系の大偏差原理を

理解しようという研究がなされ、帰還時間関

数のテールが速く減衰する場合について、平

衡状態の近傍の事象についての部分的な結

果が幾つか知られていたが、研究開始当初、

既存の結果は平衡状態から離れた事象につ

いては何の情報もあたえていなかった。その

一方、研究代表者は、非一様双曲型力学系に

対して、帰還時間関数のテールの減衰からは

平衡状態から離れた事象に関する大偏差の

評価があたえられないこと、すなわち、テー

ルが指数的に減衰するにも関わらず大偏差

原理のレート関数が決定できない反例を構

成し、レート関数が決定されるための有効な

判定条件を示すことができた。 さらにその

応用として、あるクラスの可微分力学系に対

して連続関数による Birkhoff スペクトル

を変分的な方法で特徴づけることに成功し

ていた。 

 

２．研究の目的 

 

この研究の目的は、幾何学および関数解析

の手法を用いて可微分力学系の大偏差原理

について理解することであった。特に以下の

４つの課題に取り組んだ。 

(1) 典型的かつ重要なカオス力学系に対

して大偏差原理がいつ成立するのか

を判定する。 

(2) 大偏差原理を中心にして熱力学形式

論を展開し、レート関数を解析する。 

(3) 大偏差原理の立場から力学系の相転

移現象について調べる。 

(4) 力学系の大偏差原理について得られ

た結果をマルチフラクタル解析に応

用する。 

 

３．研究の方法 

 

(1) 国際研究集会および国内研究集会にお

ける情報収集と成果発表 

(2) 各種セミナーや勉強会を通じた国内研

究者との情報交換 

(3) 研究代表者と連携研究者（高橋博樹氏、

鷲見直哉氏、三上敏夫氏）による研究打

合せ  

(4) 海外研究協力者（Sandro Vaienti 氏、 

Juan Rivera-Letelier 氏、Yakov Pesin

氏ほか）との情報交換と議論 

(5) 上記の活動によって得られた研究結果

の統合と論文執筆 

 

４．研究成果 

 

 多項式写像に代表される有界閉区間上の

可微分力学系に対して、大偏差原理が成り立



つための判定条件が得られた。すなわち、平

坦でない多峰写像力学系が、３つの性質： 

(1) 特異値における微係数の時間発展に関す

る指数的増大性； 

(2) 特異軌道の劣指数的回帰性； 

(3) 位相完全性 

を持てば、レベル２の大偏差原理が成り立つ

ことが示された。このことから、例えば、ほ

とんどすべての絶対連続不変確率測度を持つ

２次写像力学系に対して、大偏差原理が成り

立つことがわかる。また、この２次写像力学

系に対して、Birkhoff平均に関するマルチフ

ラクタル・スペクトルの熱力学形式論を用い

た表示を与え、その連続性を示すことができ

た。この研究期間に得られた成果は、具体的

に与えられた典型的なカオス力学系において、

確率論の基本原理の一つである大偏差原理が

成り立つことを数学的に厳密に示した最初の

結果である。今後は、物理測度が存在しない

ような場合も含めた広い枠組みで可微分力学

系における大偏差原理の成立が示されること

が期待される。その上で、大偏差原理のレー

ト関数が物理測度の存在/非存在や相転移現

象にどのように関係するのかが明らかになる

ことが望まれる。さらに、この研究を通して

得られた結果が、多次元力学系やランダム力

学系などにも適用できるように一般化され、

カオス現象を記述する多くの数学モデルに対

して、力学系の漸近挙動についての理解が大

きく進展するものと思われる。 
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