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研究成果の概要（和文）：結合量子系で動力学による時間発展により生成される量子エンタングルメントは動力
学が強くカオス的である場合には系の詳細によらない強い普遍性を示す。量子エンタングルメントを計量する特
性量はシュミット固有値に関する種々の分布関数である。我々はシュミット固有値の１体分布関数と最大シュミ
ット固有値の分布関数について解析的な公式を理論予想として導出することに成功した。１体分布関数の理論公
式を計算する主要な道具は我々が定義したシンプレックス型セルバーグ-金子積分を表す多変数超幾何関数であ
る。最大固有値の理論公式を計算する主要な道具は多変数超幾何関数の特別な場合から導かれるパンルヴェ系の
タウ関数である。

研究成果の概要（英文）：In coupled quantum system, quantum entanglement generated by its dynamical 
time-evolution exhibits a strong universality irrespective of details of the system when the 
dynamics is strongly chaotic. The characteristic quantities to measure quantum entanglement are 
various distribution functions concerning Schmidt eigenvalues. We have succeeded in deriving 
analytical formulae for the one-body distribution function and the distribution function of largest 
Schmidt eigenvalue as theoretical predictions. The main tool to calculate the theoretical formula 
for the one-body distribution is a multivariate hypergeometric function that represents the simplex 
type Selberg-Kaneko integral, which is introduced by us. The main tool to calculate the theoretical 
formula for the distribution of largest Schmidt eigenvalue is a Painleve tau function  that is 
derived from a particular case of the multivariate hypergeometric function.

研究分野：非線形物理学

キーワード： 量子エンタングルメント　量子カオス　乱雑行列理論　多変数超幾何関数　セルバーグ-金子積分　パン
ルヴェ関数　固定跡アンサンブル

  ２版
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研究成果の学術的意義や社会的意義
高い社会的関心を持つ量子計算と量子通信を可能にする本質的な資源は量子エンタングルメントである。その量
子エンタングルメントの持つ統計的普遍性を解析計算と数値実験により明らかにした。統計的普遍性は固定跡集
団という乱雑行列模型から導かれる。量子エンタングルメントを特徴付ける最重要な物理量として、シュミット
固有値の１体分関数と最大固有値の分布関数が厳密に解析計算された。その計算では多変数超幾何関数の特別な
場合からパンルヴェ関数が直接現れることが新たに発見されて、計算を可能にする鍵として利用された。解析計
算による数値的予言は蹴られたコマ模型における数値実験における測定と極めて高い精度での一致を見た。
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１．研究開始当初の背景 
結合量子系における部分系の間に動力学に
より生成される量子エンタングルメントを
深く理解することは、統計力学の基礎、量子
力学の観測の問題、量子計算理論にとって最
重要な課題の一つである。特に、量子エンタ
ングルメントの統計的性質を定量化するこ
とと、定量的な理論予想を提出することが求
められていた。一方で、現代数学の一分野で
発展して来た多変数超幾何関数の理論は物
理学での重要な応用を未だ見出せないでい
た。 
２．研究の目的 
量子エンタングルメントの統計的性質はシ
ュミット固有値の種々の分布関数により計
量される。どれが重要な分布関数を特定して、
その理論予想を計算する。この計算は現代数
学のテーマでもある多変数超幾何関数を利
用することにより可能になる。これは物理学
の視点から多変数超幾何関数の理論への新
しい発展をもたらす。加えて、適切な模型で
数値実験を行い、理論予想と比較する。 
３．研究の方法 
（１）量子エンタングルメントの統計的性質
の定量的な理論予想のためには、まず、必要
な多変数超幾何関数の理論を整備する必要
がある。そのために、セルバーグ-金子積分の
理論を拡張する。 
（２）比較のための数値実験の模型として、
結合蹴られたこま模型を利用する。この系に
対して、量子力学による時間発展の大規模数
値シュミレーションを行い、量子エンタング
ルメントを測定する。 
（３）量子エンガングルメントに関する種々
の分布関数について、理論予想と数値実験の
結果を比較する。結合系の動力学の性質（規
則的か、カオス的か）を敏感に反映する分布
関数はどれか、そして、それがどのように反
映されるのかを明らかにする。 
４．研究成果 
（１）結合量子系におけるシュミット固有値
の１体分布関数と最大固有値の分布関数が
量子エンタングルメントを効果的に定量化
する。この２つの分布関数に系の動力学の性
質が敏感に反映されることを以下で説明す
る。 
（２）シュミット固有値の１体分布関数と最
大固有値の理論分布関数は多変数超幾何関
数の理論を知られていた範囲を超えて拡張
することにより初めて可能になる。多変数超
幾何関数の積分表示であるセルバーグ-金子
積分に新しい２つのタイプである合流型と
シンプレックス型を導入した。そして、新し
い２つのタイプのセルバーグ-金子積分が多
変数超幾何関数のジャック多項式による級
数展開どのように結びつくかを明らかにし
た。 
（３）理論分布関数の計算では、乱雑行列の
ためのアンサンブルとして固定跡アンサン
ブルが用いられた。固定跡アンサンブルは量

子系での確率の保存を完全に満足するアン
サンブルである。従来、量子エンタングルメ
ントを記述するためには計算が容易になる
ラゲールアンサンブルが用いられていた。ラ
ゲールアンサンブルでは確率の保存が平均
でしか満たされない。以下で説明する数値実
験との比較の結果、数値実験と驚異的な精度
で定量的に一致する理論予想を得るために
は、ラゲールアンサンブルではなくて、固定
跡アンサンブルを採用することが本質的で
あることが判明した。物理学では対称性と保
存則が完全に尊重されなければならないこ
とがここにも現れたわけである。 
（４）固定跡アンサンブルの元で拡張された
多変数超幾何関数の理論を用いて、量子エン
タングルメントの統計性を記述するシュミ
ット固有値の１体分布関数と最大固有値の
分布関数に対する解析的公式が我々により
初めて計算された。 
（５）１体分布関数と最大固有値の分布関数
の理論予想が、結合蹴られたこま模型におけ
る大規模数値実験により計測された２つの
分布関数と比較された。比較の結果、系の動
力学が規則的か、カオス的かは２つの分布関
数に敏感に反映されることが明らかになっ
た。固定跡アンサンブルによる理論予想が数
値実験の結果と合致するためには、系の動力
学がカオス的であることが必要である。系の
位相空間にある不変トーラスに由来する規
則性が動力学が残っていれば、実測される分
布関数は固定跡アンサンブルによる理論分
布関数からずれる。さらに、ずれの程度から、
動力学にどの程度の規則性が残っているの
かが逆に推定できる。 
（６）結合量子系の動力学が十分にカオス的
である場合には、実測されたシュミット固有
値の１体分布関数と最大固有値の分布関数
は、固定跡アンサンブルと多変数超幾何関数
による２つの理論分布関数と驚異的な精度
で一致する。肉眼でグラフを見ると両者の差
異は全く見出せないほどである。これは、十
分に強いカオス的な動力学により結合量子
系に生成される量子エンタングルメントが
系の詳細によらない強い普遍性を持ち、その
普遍性が固定跡アンサンブルにより捉えら
れることを意味する。 
（７）固定跡アンサンブルによるシュミット
固有値の分布関数の理論予言は、測定データ
のサンプルの有限性に由来する統計揺らぎ
の精度まで、強いカオス的な動力学を持つ結
合量子系の数値実験において測定された分
布関数に厳密に一致することが発見された。
将来、理論予言が本物の実験により測定され
たシュミット固有値の分布関数と比較され
るときが到来するだろう。本物の実験との比
較は新しい量子力学の根本テストになる。
我々の研究により、「動力学的に生成される
量子エンタングルメントの統計を通じての
量子力学の根本的テスト」と言う新しい量子
力学の根本的テストが見つかったのである。 



（８）最大固有値の理論分布関数を計算する
ための多変数超幾何関数の調査によって、多
変数超幾何関数の特別な場合から非線形特
殊関数であるパンルヴェ系のタウ関数が直
接出現することが発見された。これは数学に
おいて今まで別々に研究されてきた多変数
超幾何関数とパンルヴェ関数という２つの
分野が実は深く繋がっていることを意味す
る。数学におけるこの新しいつながりは我々
による物理学の研究を通じて明らかになっ
た。このつながりは下記の雑誌論文（１０）
において説明されている。 
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