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研究成果の概要（和文）：　Nagasaki-Suzukiらによって数学的に予言されている，円形境界を有する2次元非粘性Eule
r方程式において，逆温度β＝－8πm(m：自然h数)でm点爆発する平衡解を，動力学的に解釈するのが，本研究の目的で
ある。
　点渦系は，Euler方程式の第2項，div(uω)の効果により速い緩和を実現する。速い緩和の後，点渦群は，渦度の等高
線と流れ関数の等高線が並行，すなわちdiv(uω)＝0で特徴付けられる状態へ達する。この状態では，温度が異なる小
領域が系内に散在し，各小領域の中では衝突項の効果はゼロになること，系の対称性により遅い緩和よりも更に遅い緩
和がある可能性を発見した。

研究成果の概要（英文）：It is mathematically anticipated by Nagasaki and Suzuki that in the 
two-dimensional point vortex system there is an equilibrium singular solution diverging at m points whose 
inverse temperature is given by β = -8πm. Our final goal is to understand the solution dynamically.
The following notations are used here: u velocity field, ω vorticity, ψ stream function. The point 
vortex system relaxes violently by the second term div(uω) in the Euler equation. After the violent 
relaxation, the system reaches a state characterized by div(uω)=0. In this state there are many small 
regions with different temperature and in each region, the collisional effect vanishes. The small 
diffusive effect remains due to the interaction between small regions with different beta. This is the 
main mechanism of the slow relaxation in the point vortex system.

研究分野：数値流体力学

キーワード： 自己組織化　2次元点渦系　絶対負温度　Onsager理論　インバースカスケード

  ２版
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１．研究開始当初の背景 

 自己組織化とは，「ある系が外部からの特別
な指定を受けること無く，特別な空間構造，
特別な時間的振る舞い，特別な機能などを自
ら形成すること」であり，たとえば天体系に
おいて太陽系などの惑星系から超銀河団とい
うサイズにして 20 桁，密度にして 44 桁にも
渡る広大なスケールで階層構造が形成される
こと，純電子プラズマ系において強磁場によ
り真空容器に閉じ込められた電子群が多角形
状の整列された配位(渦結晶)を形成すること，
量子系において超流動ヘリウムやボーズ・ア
インシュタイン凝集体で観察される量子渦で
同じく渦結晶が見られることなどが報告され
ており，真に普遍的な現象であることがわか
る。 

 このような構造形成を理解するキーワード
として，Onsager は「負温度」という概念を
提唱した。全相空間体積が有限な系では，系
のエネルギーが無限大となる極限で状態密度
W がゼロとならなくてはならないため，少な
くともあるエネルギー値 E0 において W は極
大となる。よって，E>E0となる高エネルギー
側では，逆温度β=d(log W)/dE<0 となり，統
計力学的に定義される絶対温度が負となる状
態が現れうる。ここで，Boltzmann エントロ
ピー S=kB log W を用いた。 

 Onsager が提唱した負温度状態について，
大きな進展のきっかけを与えたのが，1973 年
に発表された Joyce & Montgomery らによる
数値シミュレーションによる渦の凝集の実演，
及び平均場方程式の導出であろう。 

平均場方程式の解については数学的なアプ
ローチが多数なされており，特にNagasakiら
は，β＝－8πm(m：自然数)において平均場
方程式の解が m 個の集積点を持つ(m 点爆発
する)という結果を 1990 年に提出した。この
解を，以後，m点爆発解とよぶ。そもそもJoyce

らが導いた平均場方程式は離散渦度分布を持
つ点渦系から状態数を数え上げ，最も確から
しい分布を点渦系の粒子数，エネルギー，慣
性モーメントが一定という条件の下に求め，
最終的に渦度を一定に保ち粒子数を無限大と
する連続極限をとった結果として導かれるも
のである。このようにして得られた平均場方
程式の解が，β＝8 πm の場合は，再び粒子
的な解に還元する，というのが Nagasaki ら
の主張である。 

 

２．研究の目的 

 本研究では，純電子プラズマなどで観測さ
れる渦結晶状態とm点爆発解の関係を明らか
にするため，m 点爆発解に到達するダイナミ
クスを，理論的，数値的に明らかにすること
を最終目標とする。 

 純電子プラズマ系で観測される渦結晶は，
ちくわ状の電子分布から Kelvin-Helmholtz

不安定生により生成される。また，この時間
発展は 2 次元 Euler 方程式の数値的解法の一
つである点渦系で追跡可能な事から，本研究

では，2 次元点渦系での m 個の渦結晶と，2

次元 Euler 方程式の平均場方程式の解である
m 点爆発解の関連を明らかにする。 

 点渦系はエネルギー保存系であり，系のエ
ネルギーが決まると，そのエネルギーにおい
て可能な複数の状態が決まり，時間発展の中
で様々な状態を辿りながら，最終的に最も実
現可能な確率が高い(状態数が多い)状態を平
衡解として選択する。点渦系では，この状態
遷移の過程で，準安定な解として渦結晶状態
が実現する。 

 一方，m 点爆発解は，ある正の整数 m を選
択すると，m に応じた m 点爆発解が 1 個定ま
ることを表す。この解は時間変化しない静的
な解である。単一符号からなる点渦系では平
衡状態でも有限の慣性モーメントを有するこ
とから，一定方向へ回転し続ける解が平衡解
となるため，Nagasaki-Suzuki 解を実現する
ためには，粒子分布の内側と外側に境界が必
要となる。しかし，正負渦が共存する系では，
このような制限はなく，外側境界のみでも時
間的に静的な解を実現できる。 

 そこで，我々は，単一符号系に対する解を
与える Nagasaki-Suzuki 解を両符号系に拡
張することを視野に入れた数値的研究を推進
するに至った。 

 

３．研究の方法 

 平衡解へ系がどのように漸近していくか理
解するためには，その緩和過程の定量的理解
が必要である。そこで，我々は，以下のような
問題設定を行い，緩和過程の理解に努めた。 
(1) 平衡点渦分布からの系の温度の決定 
(2) 拡散項とドリフト項の効果の数値的確認 
(3) H 関数を用いた緩和時間の測定 
 
４．研究成果 
(1) 平行点渦分布からの計の温度の決定 
 図 1 に，正負点渦系の代表的平衡分布を示
す。 

 
図 1 平衡点渦分布 赤が正点渦，青が負点

渦を表す。 
各点渦のエネルギーを点渦がいる位置での流
れ関数値として定義し，個々の点渦のエネル
ギーで整理した度数分布図を図 2 に示す。黒
い線は正の点渦，赤い線は負の点渦を表す。
まず，黒い正の点渦の特徴について検討する。 
各点渦のエネルギーψiがある値ψに一致する
とき，そのエネルギー値に等しい正負点渦群
の個数𝑁+及び𝑁−は， 

𝑁±(ψ) ∝ exp⁡(∓𝛽Ωψ) 



(複号同順)という関係を満たす。すなわち，
図 2での傾きが逆温度βに比例しており，系の
温度は負となっていることが確認できる。 

 

図 2 点渦のエネルギーで整理した 
度数分布 

図 2 は点渦の循環の正負により分類してあ
る。分布との対応をとるために，クランプ内
にいる点渦とクランプ外にいる点渦で分類し
た度数分布を図 3に示す。 

 
図 3 エネルギーの分類 

この図より，度数分布の両端のピークは，ク
ランプに由来するものであることが確認でき
る。 

 

図 4 エネルギー値ごとの粒子分布。 
同じ色の粒子は同じエネルギー 

 次に，エネルギーごとの粒子分布を詳細に
検討するために，図 3 に示す通り，エネルギ
ーを八つの部分に区切り，各部分ごとにどこ
に粒子がいるのかプロットした結果を図 4 に
示す。負→正の順で，値が小さい方から順に，
(1) 黄土色 (2) 黄 (3) シアン黒(灰
色)，赤，緑，青，水色，シアン，黄，黄土色
と色分けしている。 
 図 3 の左右両端で傾きがフラットになって
いる部分がクランプの中央部の分布に対応し，
指数関数的な変化をしている(1)，(6)部分が
フラット分布の外側に位置している。さらに
その外側の(2)～(5)の領域にはクランプ粒子
は存在せず，クランプ外粒子，すなわち背景
粒子の分布がここに分類される。 
(0)，(7)ではβ = 0に対し，(1)，(6)ではβの

値は有限値となっている。すなわち，(1)，(6)
は熱平衡的な分布に近く，クランプ中央部は
まだ十分に緩和していないという予想ができ
るだろう。我々が点渦系に対して導いた
Fokker-Planck型衝突項では，拡散項がクラン
プを崩す方向に作用するのに対し，ドリフト
項はクランプを形成し正負渦を分離する働き
があることが分かっている。温度が有限とい
うことはなんからの輸送現象が(1)，(6)では
活発に行われていることを示唆しており，こ
の領域で拡散項とドリフト項による粒子輸送
が行われているのではないという予想の下，
これを数値的に検討した。結果を図 5に示す。 
この図は，シミュレーション時刻T = 200に

おいてクランプ外にいた粒子にラベリングを
行い，この時点で背景に存在している粒子が
他の時刻でどこにいるのかを調べた結果であ
る。T = 200でクランプ内にいた粒子は，見や
すくするため，プロットしていない。よって，
クランプ部分が白抜きとなっている。一方， 
T = 50, 100, 150でのクランプは白抜きにはな
っていない。T = 50, 100, 150で，クランプの
濃度，すなわちクランプ内の粒子数が変化し
ている。これらのことから，T = 50からT =
200と時刻が進む間に，T = 50の時点でクラン
プ内にいた粒子はクランプ外へ輸送されるの
に対して，T = 200の時点でクランプ内にいた
粒子は，T = 200以前にクランプ外にいた粒子
がクランプ内へ輸送されていることを示して
いる。これは，Fokker-Planck 型衝突項の拡散
項とドリフト項の効果を端的に現している結
果である。 
 つぎに，系の緩和時間の粒子数依存性につ
いて数値的に検討した結果を示す。Fokker-
Planck 型衝突項による緩和時間𝑡𝑅は，点渦当
たりの循環をΩとして， 

t𝑅 ∝ 1/Ω 
とスケールされる。一方，系の H 関数の時間
依存性は， 

H(T) = 𝐻0 +𝐻1exp⁡(−𝑇/𝑡𝑅) 
と書けるので，H 関数の時間発展から系の緩
和時間を計測することが可能である。H 関数
の時間発展結果を，図 6に示す。 



 

図 5 T=200 でクランプ外にいた粒子が 
他の時刻でどこにいるのかを調査 

 

 

図 6 様々な循環での H関数の時間発展 

 

図 6 の初期時刻近辺は，u ∙ ∇ωで駆動される

「速い緩和」である。その後，図 4 のような
ω = ω(ψ)という関数関係がなりたつ状態に
なる。これは，u ∙ ∇ω = 0を意味し，点渦系は
衝突項のみで緩和を続ける「遅い緩和」状態
に入る。この時点での H 関数の傾きを調べる
と点渦の循環値Ωに比例していることが確認
でき，たしかにt𝑅 ∝ 1/Ωというスケーリング
が成り立っていることが確認できた。 
H 関数の時間変化を調べていく中で，系の

対称性と緩和時間の関係で新たな発見があっ
た。系はまず初めに速い緩和により，局所平
衡状態に達した後，遅い緩和により熱平衡状
態を目指す。この途上，対称性が高い分布に
達すると，いままで知られていた遅い緩和よ
りもさらに遅い緩和をしているように見える
場合があることをシミュレーションから発見
した。結果を図 7に示す。 

 

図 7 速い緩和と，速めの遅い緩和， 
遅めの遅い緩和 
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