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研究成果の概要（和文）：一次元量子可解系であり、単電子デバイスの数学的モデルでもある「量子グラフ理論」にあ
って、量子グラフの素要素である「特異節点」の散乱行列の数理的解析と分類を行い、それが含意する物理的性質の解
明を行った。その過程でモデュラー交換対称性を持つユニタリーかつエルミートな行列の数学的特徴づけと分類、具体
的な構成法について、幾つかの定理を発見した。応用として、外場によって制御可能な量子流束を持つ量子グラフによ
る「量子フィルター」の模型を考案した。

研究成果の概要（英文）：We have studied the singular vertex of quantum graphs, which is the basic 
building block in quantum graph theory. We have performed its mathematical analysis and classification 
and its physical characterization. In the process, we have established several theorems concerning the 
modularly permutation symmetric unitary Hermitian matrices. As an application, we have found a model of 
controllable quantum filter based on quantum graph theory.

研究分野： 数理物理・物性基礎
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１．研究開始当初の背景 
  
量子グラフ理論とは、一次元直線と節点から
なるグラフ上に住まう量子粒子の力学を扱
う理論である。量子グラフは歴史的にいえば、
量子化学の初期に有機分子の近似理論とし
て登場したものだが、近年は量子細線を結合
した近未来の単電子素子の数学的モデルと
して注目を集め始めている。量子グラフの中
心に座しているのが節点である。その特異性
から、量子グラフの節点の取り扱いには数学
的な注意を要する。n 本の直線を接合した n
次の特異節点が U(n)群を構成する n2 のパラ
メータで記述されることは十年ほど前から
知られていたが、従来の研究ではこの内もっ
とも簡単かつ実現可能と考えられる「デルタ
型節点」のみが考慮され、この節点を複数組
み合わせて、如何に興味深い特性を持つグラ
フを作るかに興味が集中していた。 
 
筆者は論文 [1] において、一般的な特異節点
を n(n+1)/2 個の内線を持つデルタ節点型グ
ラフの微少サイズ極限として構成する手法
を発見した。これによって従来より多様な節
点をもつ量子グラフが、実験的に実現可能な
現実的な系と考えられるのと同時に、一つの
特異節点だけをもつ「星状量子グラフ」が、
それ自体で興味の対象となってきた。n 次の
特異節点を持つ星状量子グラフの逆散乱問
題は n×n 次行列の逆問題として可解である。
それ故、ある要求された性質の散乱行列を持
つ量子グラフを求めるのに、まずそのような
性質もつ星状量子グラフを求め、それを近似
する有限グラフを構成するという手順が確
立した事になる。すなわち、量子素子として
有用な性質を持つ量子グラフを、実験的に実
現可能なモデルとして構築する、ということ
が可能になっていたわけである。 
 
〔参考文献〕 
[1] T. Cheon, P. Exner, O. Turek, 
Approximation of a general singular vertex 
coupling in quantum graphs, Ann. Phys. (NY) 
325 (2010) 548-578 
 
 
２．研究の目的 
 
本研究では、量子グラフの素要素である「特
異節点」の数理的特性の解明によって、指定
した特性を持つ量子グラフの構成法の一般
論を作り上げ、近未来の単電子素子の基礎理
論へと育てあげる事を目標とした。 
 
一つの特異節点とそこから出る有限個の端
子からなる量子グラフを「星状量子グラフ」
と呼ぶ。本研究においては「星状量子グラフ
にはどのような散乱行列が許されるか」、「達
成可能な散乱行列をもつ星状グラフをどの
ように分類するか」、そして「そのような分

類の下でいかなる有用な量子グラフのモデ
ルを考えることができるか」、という三つの
探求である。 
 
 
３．研究の方法 
 
特性を指定した量子グラフを特異節点の結
合を通じて構成しようとする場合、我々が直
面したのはnが一般の場合の特異節点を記述
する散乱行列であるn次元の正方行列の持つ
パラメータ空間の広大さである。これは星状
量子グラフに多様な物理的特性を与える源
泉である一方、その解析に技術的な困難をも
たらす。n 次特異節点の完全な数理物理的解
析は手に余るものであった以上、なんらかの
制限は不可避である。我々はまず、考察の対
象をスケール不変な「フロップ＝筒井型」に
制限した。これは散乱行列が一般に持つユニ
タリー性に加えて、エルミート性を要求する
ことに相当する。さらに我々は「どの端子も
物理的に類似の性質を持つ」とする対称性に
基づく制限を選んだ。ここで端子の交換に対
して完全な対称性を要求すると制約が強す
ぎるので、各端子への透過率が等しい星状量
子グラフを考えた。これを記述するユニタリ
ーでエルミートな散乱行列は、対角要素は符
号を除いてすべて等しい値を持ち、非対角要
素は位相を除いてすべて等しい値を持つと
いう「モデュラー交換対称性」を持つことに
なる。 
 
我々の探求においては更に、有用な具体例か
らの出発が不可欠であった。起点となったの
が「量子フィルター」という考え方である。
n = 2 の量子グラフ、すなわち点状欠陥のあ
る直線上の量子力学で夙に知られていた通
り、ある種の特異節点は、端子の一つから粒
子を入射すると、その粒子の波数に応じて反
射及び他の端子への透過のパターンを変え
るという特性を持つ。すなわち入射エネルギ
ーによって主に透過する端子を変化させる
「スペクトル・フィルター」として機能する
星状量子グラフが存在するのである。すると
入射エネルギーを固定しても、どれかの端子
に外場をかけることで実効波数を変化させ、
それによって散乱パターンを変化させるこ
とができるのではないか、これが「制御可能
な量子フィルター」考え方である。 
 
このようにして本研究の具体的な方針が 
 
A) 「交換対称な透過確率」をもつ量子節点
の理論を作る 
B) スペクトル分岐フィルターについての総
合的な一般理論を創りあげる 
C) マクロな外場で性質を制御できる新タイ
プの量子グラフを探求する 
      
と定まった。 



 
 
４．研究成果 
 
本研究の成果を年度毎にまとめると次のよ
うである。 
 
① 平成 24 年度 
量子グラフを用いたスペクトル・フィルター
として、外部からの電圧印加による制御が可
能なものを考案した。これは、量子散乱の一
般論ではよく知られている「閾値共鳴散乱」
現象を利用することで達成された。 
 １．端子３本が一節点で交わる星状グラフ
の一端子(3 とする)に一定値ポテンシャルを
加え、残る二端子(1 および 2)間の透過が極
めて小さいようなフロップ＝筒井型節点結
合を選ぶ。端子 1 より入射した量子粒子は、
殆どの入射エネルギーでほぼ全反射、ないし
は反射と 3 への透過の組み合わせになるが、
入射エネルギーがポテンシャルに等しい値
の近辺でのみ「閾値共鳴」現象によって、1
から 2への完全透過となる事を解析的計算に
より発見した。 
 ２．端子４本が一節点で交わる星状グラフ
の四端子(1、2、3、4とする)のうちで 1から
2への透過が極めて小さく 3、4への透過が大
きいフロップ＝筒井型節点結合の存在を示
した。この端子 3に一定ポテンシャルを加え
た系を考えると、端子 1 から 2 への透過は、
入射エネルギーがポテンシャルに等しい値
の近辺まで一定(最大で 1/4 の透過率)で、ポ
テンシャル・エネルギーの値を超えると急速
にゼロになる事を見出した。ここで端子 4は
一種のドレインとして働いている。 
 
② 平成 25 年度 
 １．量子グラフを用いたスペクトル・フィ
ルターのうちで、エネルギー閾値を超えた側
でフラットな透過特性を持つものの一般型
を発見した。これは前年度に発見した端子数
n=4 の特異節点のある星形グラフを n>4 の任
意の端子数に一般化したものである。この問
題が、散乱行列としてエルミートかつユニタ
リーな n×n の正方行列で全ての非対角要素
の絶対値が等しく、自明な単位行列を除いて
最も多く０の要素を持つものを探す数学的
問題に帰着できる事を示し、実際にそのよう
なものが n 偶数では(n-2)/2 個の複素パラメ
ータ、n 奇数では(n-1)/2 個の複素パラメー
タをもって構成できることを、具体的処方と
ともに示した。 
 ２．端子数 n=4 の特異節点を持つ量子グラ
フで、特異節点の特性を支配するパラメータ
を連続的に変える事で全体がひと繋がり、ま
たは２つに分離した線からなるトポロジカ
ルに異なる形状を滑らかに結びつける事が
出来る事を示した。そしてそのようなパラメ
ータの変化で異なった形状を経過してもと
の方に戻るループを作り、そのループの上で

の量子グラフのスペクトル構造の変化を調
べたところ、パラメータの周回後、エネルギ
ー順位が入れ替わる、いわゆるエキゾティッ
クな量子ホロノミー現象が存在する事を発
見した。 
 
③ 平成 26 年度 
 １．量子グラフ特異節点でのスケール不変
な散乱行列の中で、端子の交換に対してモデ
ュラー対称なもの、すなわち、散乱振幅の絶
対値が交換対称なものを考えて、その物理的
特性を詳細に調べた。それが「自由接続」条
件から「無反射等透過」なものに至るあらゆ
る接続条件の領域を滑らかにつないで記述
する事を見出し、分類し、その物理的性質を
調べた。 
 ２．上記交換対象なスケール不変な特異節
点を記述する、エルミートかつユニタリーで
モデュラー交換対称な次数nの正方行列を特
徴付ける量として、行列の対角要素と非対角
要素の大きさの比 d 、対角要素中の正であ
るものの数 m の二つが存する事を示し、こ
のサブクラスが d＝１、d=0 の特殊な場合と
してそれぞれアダマール行列、カンファレン
ス行列を含む事を見出した。モデュラー交換
対称なユニタリーかつエルミートな行列が、
次数 n を定めたときいかなる d で存在す
るか、そのようなもののうちで実なものはい
かなる d で存在するか、という問題がアダ
マール予想の一般化した設定である事を指
摘し、これに部分的な答えを与えた。 
 
以上３年間にわたって、当初の研究目標がほ
ぼすべて達成された。量子グラフにおける特
異節点の数理の解明に格段の進展がもたら
された。 
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