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研究成果の概要（和文）：本研究における我々の目的は、大規模な悪条件線形方程式に対して、安定かつ高速な数値計
算法の構築にある。係数行列が密行列の場合、一般に行列の特異値分解をもととした数値計算法が用いられる。しかし
、特異値分解は計算量が多いという欠点を持つ。そのため我々は特異値分解よりも計算量の少ない行列のQR分解に着目
し、そのQR分解を用いた数値計算法の適用を試みる。さらに、このQR分解に再帰的なブロック化コレスキー分解を用い
た再帰的なブロック化グラム・シュミット法を適用することにより、従来の方法に比べて高速かつ安定に求解できるこ
とを数値実験により検証した。その結果を国際会議において発表した。

研究成果の概要（英文）：The purpose of our study is to develop new numerical methods for solving 
large-scale ill-conditioned linear system of equations. For dense matrices, numerical methods based on 
the singular value decomposition (SVD) have been used. However, these methods need high computational 
costs. To overcome such difficulties, we make use of numerical methods based on the QR decomposition 
instead of the SVD. We propose a new algorithm for efficiently computing the QR factorization of a given 
matrix. Our method uses a recursive blocked Gram-Schmidt orthogonalization and a recursive blocked 
Cholesky factorization. Numerical experiments show that our method is better than the conventional 
methods.

研究分野： 数値解析
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１．研究開始当初の背景 
逆問題は、理学・工学など、様々な分野に

おいて実際に現れる現実的な問題であり、数
学的に定式化すると多くの逆問題は悪条件
な線形方程式として表される。それゆえ、悪
条件線形奉仕的に対しての有効な数値解法
の開発は数値解析の重要なテーマの一つで
あるといえる。 
悪条件線形方程式は、観測データなどに混

入した微小なノイズが解に多大な影響を与
える極めて敏感な方程式であり、そのため数
値的に安定な解法を用いないと意味のある
解を求めることができない。一般的な数値計
算法としては、行列の特異値分解をもとにし
た数値計算法があるが、特異値分解は行列の
固有値問題アルゴリズムを用いて求められ
るため、計算量が多いという欠点を持つ。そ
のため、大規模な悪条件線形方程式の求解に
は困難が伴うこととなる。また、大規模問題
において一般的な疎行列を係数行列に持つ
ような場合は、通常の方法では誤差の拡大を
防ぐことができず、一般的な数値計算法は確
立されていないと言える。 
 
２．研究の目的 
 本研究の目的は、数値的に不安定なこのよ
うな悪条件線形方程式に対して、高速で安定
な数値計算法を開発することにある。そして、
その有効性をさまざまな問題に適用するこ
とにより検証を行い、実際的な逆問題に対し
ても有効な数値計算スキームを整備するこ
とにより、逆問題が現れる多くの研究分野に
対しての貢献を目指す。 
 
３．研究の方法 
 数値計算法の開発においては、方法の理論
的な解析と、数値実験による検証が必要不可
欠である。そのため、まずは既存の数値計算
法を理論的に解析し、その長所と問題点を洗
い出すことにより、新たな数値計算法の開発
を目指した。関連する研究を行っている他機
関の研究者と積極的に情報交換を行い、悪条
件線形方程式の数値計算法だけではなく、一
般的な線形方程式などの数値計算法や、最新
の数値線形代数の手法についても検証を行
った。そして、それらの知見をもとに、新た
な数値計算法を設計し、代表的な問題に対し
て数値実験を繰り返し、有効性を検証した。
その結果を再度、他機関の研究者と情報共有
し、さらに解法のブラッシュアップにつとめ
た。理論的な解析や、典型的な数値例に対す
る数値実験だけではなく、実際問題に対して
の適用による解法の有効性の検証も行う予
定であったが、残念ながら満足のいく実験を
行うことができず、それに関しては今後の課
題である。 
 
４．研究成果 
 悪条件線形方程式の代表的な数値計算法
に行列の特異値分解がある。しかし、特異値

分解は計算量の多い数値計算法であるため、
大規模な問題への適用は困難である。この問
題に対して我々は、特異値分解よりも計算量
の少ない QR 分解を用いた悪条件線形方程式
の数値計算法に着目した。QR 分解は特異値分
解よりも計算量が少ないが、それでも、一般
的な線形方程式に対する数値計算法よりも
計算量が多いので、この QR 分解の更なる高
速化を目指すことにより、大規模な悪条件線
形方程式の高速な数値計算法の構築を目指
した。 
 行列の QR分解のための数値計算法として、 
  グラム・シュミット法 
  ハウスホルダー変換 
  ギブンス変換 
が挙げられる。上記のうち、もっとも計算量
が少なく、よく用いられる方法がハウスホル
ダー変換による方法である。一方、現在の数
値線形計算プログラムは、ブロック化アルゴ
リズムが用いられている。これは、行列を要
素ごとに計算するのではなく、行列を小さな
ブロックに分けて、そのブロックを要素のよ
うに計算を行う手法である。このとき、ブロ
ック同士の演算は専用のプログラムを用い
ることにより、高速に行うことができる。 
 ハウスホルダー変換による QR 分解も、こ
のブロック化手法を用いて計算することが
可能であるが、本研究ではグラム・シュミッ
ト法をブロック化する手法を採用した。さら
に、このブロック化手法を再帰的に行うこと
により、ブロック専用ルーチンで高速演算が
可能な部分を出来る限り大きくとれるよう
に設計した。 
 また、ブロック化手法では、ブロック内部
の演算も行う必要がある。具体的には、ブロ
ック化 QR 分解では、ブロック内部の QR 分解
を行う必要があるが、本来であれば、この部
分の計算は、上記のブロック専用ルーチンを
用いることができず、そのため、ボトルネッ
クとなってしまうことが多い。我々はこの部
分の計算にも、再帰的なブロック化コレスキ
ー分解を適用する方法を開発した。これによ
り、本手法では大部分をブロック専用ルーチ
ンで計算可能である。その結果、本手法は理
論的にはグラム・シュミット法よりも計算量
が少ないハウスホルダー変換による QR 分解
よりも高速に行列の QR 分解が求まることを
数値実験を用いて確認することができた。そ
の研究成果が下記雑誌論文①ならびに、学会
発表①である。 
 上記の結果は主に係数行列が密行列の場
合の数値計算法であるが、多くの大規模悪条
件問題では、係数行列が疎行列となる。疎行
列に対する数値計算法は密行列のときとは
異なり反復解法が用いられる。反復解法とは、
特異値分解や QR 分解など、係数行列を方程
式が解き易い形式に分解するのではなく、方
程式の解に収束するようなベクトルの列を
生成する数値計算法である。 
 反復解法は、ベクトル列の生成する方法に



より、定常反復法と非定常反復法に大別する
ことができる。一般に、定常反復法は安定で
あるが収束が遅く、非定常反復法は丸目誤差
などのノイズには弱いが、収束する場合は速
いという特性をもつ。そのため、悪条件線形
方程式には ART 法や SIRT 法など、定常反復
法を用いるのが一般的である。 
 本研究では、大規模悪条件線形方程式に正
則化手法を導入し、それに対して非定常反復
解法の適用を試みた。また、非線形な正則化
法である最大エントロピー法の導入も試み、
その数値計算法にニュートン法と共役勾配
法を適用し、その有効性を電子顕微鏡 CT 像
再構成問題を用いて検証した。 
 前者では線形正則化法と非定常反復法で
ある CGLS 法を組み合わせることにより、一
般的な ART 法や SIRT 法よりも高速に像を再
構成することができることが確認できた。し
かし、これら線形解法では画像に負値がでて
しまい（想定している画像はすべて非負であ
る）、その影響からか、当初想定していたよ
うな高品質な画像を再構成することが困難
であった。反復の途中で、負値をゼロに置き
換えるようなリスタートを施すことにより、
多少の画像の改善は確認できたが、この方法
ではベクトル列の収束を理論的に保証する
ことは困難であるという問題が残った。 
 後者の最大エントロピー法は画像はすべ
て非負であるという前提条件をクリアーす
ることができるが、非線形な制約条件を課す
ため、計算量が多いという欠点をもつ。本研
究では、エントロピー最大という非線形制約
条件以外に、線形な制約条件を組み合わせる
ことで、さらに高品質な画像を再構成できる
ことを数値実験により検証した。 
 線形正則化法ならびに非線形正則化法い
ずれの場合においても、問題となるのは大規
模疎行列を係数行列に持つ線形方程式に対
する数値計算をいかにして高速に解くかと
いう点である。非線形正則化法では、ニュー
トン法の各反復において、ヤコビヤン行列を
係数行列に持つ線形方程式の数値計算を行
う必要があり、この部分の計算が、全体のほ
ぼすべての時間を占めるため、高速な数値計
算法の確立が重要である。一般に、反復解法
は前処理手法と併用されるが、これらの問題
では通常の不完全分解を用いた前処理行列
の構築が困難である。内部反復などの行列の
分解を用いない前処理手法の適用による計
算時間の更なる短縮が今後の課題である。 
 これら、大規模疎行列に対しての研究成果
は、学会発表②～④で行った。発表①は、大
規模問題に対しての一般的な数値計算法の
構築についてのトピックを紹介したもので
ある。発表③は、電波干渉計を想定した天体
画像復元問題に対してのアプローチと、その
数値実験結果を発表したものである。そして、
発表②は、電子顕微鏡 CT 像再構成問題への
適用結果についての結果であり、この発表で
は CT 像再構成問題を想定した数値シミュレ

ーションだけではなく、実際に電子顕微鏡で
撮影されたデータに対して画像再構成を行
った結果も合わせて発表した。実際の撮影デ
ータは観測ノイズが多く、より鮮明で高品質
な画像の再構築は今後の重要なテーマの一
つである。 
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