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研究成果の概要（和文）：本研究では，ホームゲームまたはアウェーゲームの連続（ブレイクという）が各チーム1回
となるような公平な総当たりリーグ戦の数理的構造の解明と，スケジュールの効率的作成手法の開発を目的とした．
まず，計算機による数え上げと理論的考察により，スケジュール作成が容易となる条件がリーグ戦のブレイク間隔の最
大値を指標として表されることがわかった．更に，チーム数の増加とブレイク間隔の最大値の関係を計算機および数え
上げ的手法で調べることにより，チーム数の増加とブレイク間隔の最大値の増加の関係を明らかにした．
最後に，この関係を組合せ論的手法を巧みに組み合わせることにより証明した．

研究成果の概要（英文）：In this research, we studied the mathematical structure of equitable round-robin 
tournaments with home-away assignments and the efficient scheduling of such tournaments. Here, 
"equitable" means that each team has only one break (consecutive home games or away games).
By computer search and enumeration, we found that if the maximal break interval of the tournament is 
large, it is fairly easy to make its schedule. Furthermore, if we increase the number of teams, then the 
possible value of the maximal break interval grows fairly slowly.
We described these phenomina by using the friend-enemy tables and the break interval sequences of the 
tournaments and proved main theorems by a combinatorial method.

研究分野： 代数学
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様 式 Ｃ－１９、Ｆ－１９、Ｚ－１９（共通） 

１． 研究開始当初の背景 
 
(1) 総当たりリーグ戦の数理的構造と具体
的なスケジュール作成の研究は 1980 年代の
de Werra の先駆的研究に始まる．de Werra は，
グラフ理論的視点から総当たりリーグ戦の
特長付けを与え，完全グラフの 1-因子分解を
用いて基準スケジュールを構成した．2000年
代に入って，宮代，松井らはリーグ戦のスケ
ジュール作成を整数計画問題として定式化
し，計算機を援用して解くとともに，スケジ
ュールが存在するための必要条件を与えた．
近年では，スポーツイベントのもたらす収益，
社会的影響の観点から，多様な制約を付加し
たスケジューリング問題を整数計画問題，制
約問題として定式化し，計算機を用いて解く
ＯＲ的手法が盛んになったが，問題の大規模
化によって，その限界も徐々に明らかになっ
ていた． 
 
(2) 申請者らは以前の研究で，ホームゲー
ムまたはアウェーゲームの連続（ブレイクと
よばれる）が各チーム 1回ずつとなるスケジ
ュールの「ホームアウェー表」を，対戦可能
なチームが一目でわかる「敵味方表」に置き
換え，「ブレイク間隔列」を用いて，スケジ
ュールが存在するための条件を定式化して
いた（Sueyoshi et al., Far East Journal of 
Applied Mathematics 55(2011)）．この手法
は，表 1枚でスケジュールを作成可能な非常
に簡便な方法であり，同時に 1つの敵味方表
に対応する多数のスケジュールの関係も見
やすいものであった． 

 
２．研究の目的 
(1) サッカーリーグのようなホーム・アウ
エーの区別がある総当たりリーグ戦の数理
的構造を申請者らが考案した手法を用いて
解明し，公平なスケジュールの効率的作成手
法を開発することを目的とした．従来，リー
グ戦の数理的構造の解明にはグラフ理論や
組合せ論的手法が用いられていたが，現実の
多様な制約，チーム数の増加の下では必ずし
も有効でなかった．このため，スケジュール
作成には，大規模な整数計画問題や制約問題
を計算機で解くオペレーションズ・リサーチ
（ＯＲ）的手法が用いられていたが，数理的
構造の解明が不十分なため，制約の増加，チ
ーム数の増加には十分対応できていなかっ
た．本研究では，申請者らの手法を用いてス
ケジュールの基本部分を作成し，その上に制
約を追加して，多様なリーグ戦に対応させる
ことを目的とした． 
 
(2) 具体的には，申請者らの考案した，敵
味方表とブレイク間隔列を用いる総当たり
リーグ戦のスケジュール作成手法を基に，以
下のことを明らかにすることを目標とした． 
①各チームのブレイク数が 1 回ずつとなるリ
ーグ戦のスケジュール作成手法の確立． 

②公平なスケジュールが存在するための必
要条件の十分性についての理論的検討． 
③連続する対戦相手による持ち越し効果を
考慮した公平なスケジュール作成法の検討． 
④多様な制約に対応したリーグ戦のスケジ
ュール作成手法の開発． 
 
３．研究の方法 
「研究の目的」欄に記載した 4つの目標のう
ち，まずは①②の解明を中心に据えて研究を
開始した． 
 
(1) 申請者らは前述の論文で，各チームの
ブレイク数が１回ずつで開幕条件と閉幕条
件を満たす公平な総当たりリーグ戦につい
て，ブレイク間隔列の満たす必要条件を用い
て数え上げにより分類する手法と，敵味方表
を用いてスケジュールを簡便に作成する手
法を提案した．この場合，開幕条件と閉幕条
件により，必要条件を満たすブレイク間隔列
の候補がかなり絞られ，条件もタイトである
ため，スケジュール作成は容易であった． 
本研究では，一般に開幕条件と閉幕条件を

必ずしも満たさない公平なリーグ戦を分類
し，スケジュールを作成する手法を開発する
ことを目標とした．この場合，最終ラウンド
と第１ラウンドをつなげて，ブレイク間隔列
が満たす必要条件を巡回的に考える必要が
あった．予備的結果として，必要条件を満た
すブレイク間隔列を帰納的に構成する方法
を得ていた．この方法によると，チーム数ご
とにすべての必要条件を確かめる必要がな
く，効率的にブレイク間隔列を分類できる．
この方法を進め，C 言語のプログラムを作成
することにより，必要条件を満たすブレイク
間隔列を列挙することにした． 
 
(2) 一方，前述の論文で分類したリーグ戦
のブレイク間隔列はブレイク間隔の最大値
が 4のものであったことに着目し，42チーム
以下のリーグ戦に対して，ブレイク間隔の最
大値が 5のブレイク間隔列を前述の論文と同
様の手法で分類し，スケジュールを作成した．
分類は，計算機による分類とも完全に一致し
ている．更に，分類の過程で，ブレイク間隔
の最大値の増加についての規則性が徐々に
明らかになった．また，チーム数を 2倍にし
て，ブレイク間隔の最大値を 1増加させる手
法も発見した． 
 
(3) ブレイク間隔の最大値の増加について
の規則性は，いくつかの定理に整理すること
ができる．研究期間の後半はこれらの定理の
証明に費やした．手法は，組合せ論的手法や
帰納的手法，数え上げ手法などを組み合わせ
るものである．研究目標の①について大きな
進展があったのは収穫であるが，これらの成
果を②③④に応用することについては，時間
的制約のため至らず，今後の課題となった． 
 



４．研究成果 
(1) 公平なリーグ戦のスケジュールが作成
可能（実行可能という）であるための必要条
件はブレイク間隔列が満たす組合せ論的な
不等式で記述できるが，中でもブレイク間隔
の最大値がスケジュール作成の容易さに深
く関わっていることを 24 年度の研究で明ら
かにした． 
具体的に述べると，ブレイク間隔列が実行

可能であるための必要条件を満たすような
公平なリーグ戦とそのブレイク間隔の最大
値を列挙するプログラムを作成し，ブレイク
間隔の最大値の増加の様子を計算機で調べ
た結果，このようなリーグ戦のブレイク間隔
の最大値は，チーム数に対してゆっくりと増
加し，チーム数が 2の k乗になるときに 1 増
加し，その後一旦元に戻り，チーム数が 2の
k乗＋2の(k-2)乗のときに再び 1増加するこ
とが 64チーム以下のリーグ戦で観察された．
特に，チーム数が 2の k乗のときは，ブレイ
ク間隔の最大値を与え，かつ実行可能である
ための必要条件を満たす公平なリーグ戦は 1
つしかなかった． 
これらの事実を理論的に検討した結果，

「チーム数が 2 の k乗のとき，ブレイク間隔
の最大値を与え，かつ実行可能であるための
必要条件を満たす公平なリーグ戦は 1つしか
なく，実際にスケジュールを作成可能であ
る」ことを証明した． 
また，スケジュール作成に関して，一般に，

2n チームの公平なリーグ戦のスケジュール
から，4nチームの公平なリーグ戦のスケジュ
ールでブレイク間隔の最大値が 1増加するよ
うなものを構成する手順を発見した． 
 

（研究の経緯） ブレイク間隔の最大値の研
究は，以前に考察した開幕条件，閉幕条件を
満たす公平なリーグ戦の分類およびスケジ
ュール作成から発展したものである．開幕条
件，閉幕条件は人工的な条件であるが，分類
およびスケジュール作成を容易にする大き
な要因であった． 
これらの条件がブレイク間隔の最大値に

関係していることに気付き，ブレイク間隔の
最大値を増加させたときの公平なリーグ戦
の分類を 40 チーム以下のリーグ戦に対し，
手作業で行ったところ，上述の事実が観測さ
れた．そこで，プログラムを作成し，64チー
ム以下のリーグ戦に対して計算機を用いて
調べたところ，観測された事実はほぼ正しい
のではないかとの感触を得たので，証明に取
り掛かった．24年度の時点では，観測された
事実をすべて証明できてはいなかったが，証
明の中で最も重要な部分（チーム数が 2 の k
乗の場合）はできていた．これは，研究計画
を立てた当初は予測していなかった大きな
進展であった． 
 

(2) 25年度，26年度は引き続き，理論的な
検討を行い，「ブレイク間隔の上限値は，チ

ーム数が 2の k 乗のときに 1 増加し，その後
一旦元に戻り，チーム数が 2 の k 乗＋2 の
(k-2)乗のときに再び 1 増加し，その後一旦
元に戻り，チーム数が 2 の k 乗＋2 の(k-2)
乗＋2 の(k-4)乗のときに再び 1 増加，・・・
ということを繰り返す」ことを組合せ論的な
手法で証明した．この上限値は，チーム数が
2の k乗のときと 2の k乗＋2の(k-2)乗のと
きは実際に最大値であるが，その他の場合は
個別に示す必要がある．以上の結果から，ブ
レイク間隔の最大値については主要な結果
が得られたことになる． 
更に，ブレイク間隔の最大値が 5以下のリ

ーグ戦を数え上げ手法で分類し，42チーム以
下で分類を完成させた．このようなリーグ戦
は 30 チーム以下および 34 チームから 38 チ
ームでは存在せず，ブレイク間隔列の 
cyclic rotationの違いを除くと，32チーム
で 1 つ，40 チームで 28 個，42 チームで 12
個存在する．これらについては，25年度中に
論文として発表した．この結果は計算機によ
る数え上げおよび理論的な結果と整合して
いる． 
 
（研究の経緯） チーム数の増加に対するブ
レイク間隔の最大値の増加の関係について，
24 年度に観測された事実に関して，25 年度
に，必要条件の不等式をうまく組み合わせる
ことにより，チーム数 2n を具体的に与えれ
ば証明できることがわかった．しかも，その
手法で 66 チーム以上の場合を手作業で調べ
ることにより，更に詳しい事実が観測された．
一般の n に対する証明は簡単ではなかった
が，個別の n に対する証明を詳しく検討し，
数学的帰納法的な証明に持ち込むことによ
り，当初より精密化された形で 26 年度まで
に証明を完成させることができた（論文準備
中）．これらの結果は，研究計画を立てた当
初は予測していなかった極めて大きな進展
である．本研究の大きな目標として，「公平
なリーグ戦が実行可能であるための必要条
件は十分条件でもあるだろう」（宮代-岩崎-
松井の予想）の証明があるが，これに関して
は今のところ具体的な進展がない．また，連
続する対戦相手がもたらす持ち越し効果を
考慮したスケジュール作成や多様な制約に
対応したリーグ戦のスケジュール作成につ
いても，時間的に検討する余裕がなかった． 
 
（研究成果の意義） ブレイク間隔の最大値
は，公平なリーグ戦全体を統制する重要な不
変量と考えられる．1980 年代に，de Werra
により，公平なリーグ戦の研究が始まった当
初はグラフ理論的な視点からの研究が主流
で，グラフの様々な構造をスケジュール作成
に応用する方向であった．このような中で，
基準スケジュールとよばれるスケジュール
が構成され，これを変形していくつかのスケ
ジュールが構成された．ブレイク間隔の視点
から見ると，基準スケジュールはブレイク間



隔の最大値が（実行可能である公平なリーグ
戦全体の中で）最小となるようなスケジュー
ルであるが，本研究で検討したブレイク間隔
の最大値を与えるスケジュール（先端スケジ
ュールと名付けた）は基準スケジュールの対
極にあるスケジュールであり，一般の実行可
能なスケジュールはその中間にある． 
3 年間の研究で，先端スケジュールおよび

ブレイク間隔の最大値について，チーム数が
比較的少ない場合の分類と基本的な定理の
証明が得られた．分類についてはすでに論文
として公表済みであるが，ブレイク間隔列の
数え上げ手法と主要な定理の証明について
は今後整理して論文にまとめる作業が残っ
ている． 
 

（今後の課題） 宮代-岩崎-松井の予想の証
明は現時点では難しいかも知れないが，先端
スケジュールの構成手法を応用して，性質の
良いリーグ戦に対するスケジュール作成は
可能と思われる．最終的には，スケジュール
を部分から構成して最適化する手法が有効
であると考えられるが，そのための指標とな
る不変量を発見することが重要である． 
本研究の手法は，ブレイク間隔列と敵味方

表を用いる組合せ論的，数え上げ理論的なも
のであるが，これをグラフ理論的に解釈する
ことが，予想の証明を含め，今後の研究を大
きく進展させる上で重要な到達点になると
考えている． 
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