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研究成果の概要（和文）：	 

CPU コアと GPU コアが密に結合されている APU 上で，代数的多重格子法の効率的な実装手法の研
究を行った．CPU-GPU 間の通信の最小化と，GPU コアは倍精度に対応していないこと，計算性能の
効率的利用の観点から，GPU コアで単精度で反復し，CPU コアの上で倍精度に補正する混合精度代
数的多重格子法を実装，評価した．その結果，代数的多重格子法において，混合精度手法は有効
に機能し，典型的なポアソン問題で収束条件が相対残差の 2ノルムで1.0E − 7のときに，精度の補
正は最大で 3 回程度で，CPU-GPU 間の通信はほとんど発生しないことがわかった．本手法は Ivy	 
Bridge や Haswell にも適用可能であり，今後分析を進めて行く予定である.	 
	 
研究成果の概要（英文）：	 
	 We	 studied	 efficient	 implementation	 technique	 of	 algebraic	 multigrid	 method	 on	 APU	 which	 
has	 CPU	 cores	 and	 GPU	 cores	 in	 one	 chip.	 In	 order	 to	 minimize	 the	 communication	 between	 
CPU	 cores	 and	 GPU	 cores,	 and	 to	 exploit	 GPU	 cores’	 performance	 at	 most,	 we	 tested	 the	 mixed	 
precision	 solver	 that	 iterates	 algebraic	 multigrid	 method	 with	 single	 precision	 on	 GPU	 cores,	 
and	 calculate	 the	 residual	 vector	 with	 double	 precision	 on	 CPU	 cores.	 As	 a	 result,	 mixed	 
precision	 method	 works	 well	 for	 algebraic	 multigrid	 method.	 For	 typical	 Poisson	 problems	 
with	 convergence	 criterion	 of	 relative	 residual	 norm	 of	 1.0E − 7 ,	 precision	 correction	 
needs	 only	 3	 times	 in	 our	 numerical	 test	 and	 there	 are	 little	 CPU-GPU	 communication.	 This	 
method	 can	 be	 applied	 to	 Ivy	 Bridge	 and	 Haswell.	 	 
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１．研究開始当初の背景	 
GPU をアクセラレータとして活用する研究が
盛んに行われ，CPU だけ利用する計算よりも
１０倍以上高速に計算できる例が多く報告
されてきた．ただ，アプリケーションのすべ
ての部分が GPU 上で動作することは少なく，
多くの場合は CPU で処理する部分と GPU で処
理する部分があり，そのような場合，CPU と
GPU 間の通信時間が計算性能に大きく影響を

与えることが複数報告されている．	 CPU コア
と GPU コアが密に結合されているシステムが
近年利用できるようになり，今後，重要な計
算環境の一つになると考えられている.	 こ
のような環境では新しい最適化技術が重要
になる可能性もある．そこで，高速線形解法
として注目されている代数的多重格子法を
研究対象とし，上記のようなシステムでのア
ルゴリズム上の工夫も含めた実装手法の研
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究を行った．	 
	 
２．研究の目的	 
CPU コアと GPU コアが 1 チップで実装されて
いる APU を利用し，その上での代数的多重格
子法の実装手法の検討を行い，プロトタイプ
実装による評価を行う．	 
	 
３．研究の方法	 
APU では CPU-GPU 間の転送が高速にできるこ
とや，GPU コアで高速に並列処理が可能であ
ること，GPU コアでは特に演算精度によって
性能が大きく変化する特徴がある．また，対
象としている代数的多重格子法は自由度が
大きい線形問題と小さい線形問題に交互に
緩和法を適用し，解を効率よく収束させる手
法である．	 
本研究では上記の観点から以下の二つの手
法を考察した．	 
(1)	 自由度の数が大きい線形問題は GPU コア
で処理し，小さい線形問題は CPU コアで処理
する手法	 
(2)	 GPU コアでは単精度で演算を行い，適切
に CPU コアで倍精度に精度補正する混合精度
手法	 
(1)と(2)ともに CPU と GPU の間に通信が発生
する手法であるが，(1)では少なくとも 1 反
復あたり1回はCPU-GPU	 間の通信が必要にな
ると同時に，通常は各サイズの問題ごとに順
番に緩和法を適用する必要があり，小さいサ
イズの問題を処理する時間の割合を考える
と(1)の有効性は低い．但し，超高並列環境，
もしくはすべての階層を同時に処理するな
ど多重格子法のアルゴリズムを変更する場
合も含めると，より詳細な評価が必要である．
一方，(2)では CPU コアと GPU コアの間の通
信回数にもよるが，GPU の計算性能は有効に
利用できる．	 
本研究では 1個 APU 上での最適化を考えてい
るため(2)を中心に，有効性を検証する．	 
代数的多重格子法の反復解法部を OpenCL で
実装し評価を行った．	 	 
	 こちらで実装し評価した混合精度手法は
下記の 5ステップである．与えられる線形問
題を Adxd = bdとし，添え字が精度を表す．d
が倍精度，f が単精度を意味する．	 	 
	 
1.	 xd = 0 	 
2.	 rf = bd − Adxd 	 
3.	 if(convergence)	 stop	 
4.	 solve	 Af x f = rf 	 on	 GPU	 core	 
5.	 xd = xd + x f 	 goto	 1.	 
	 
上記の 1,	 2，3，5 が CPU コアで処理され，4
のみ GPU コアにより単精度にて代数的多重格
子法で解く．4は単精度で収束する範囲で収

束条件を設定し，5,	 2	 により解の精度が倍
精度に補正される．	 	 
	 精度が補正されるごとに CPU との通信が起
きるが，代数的多重格子法でこの通信が発生
する頻度を調べる．また，APU での評価だけ
でなく，CPU 上でも評価し混合精度手法の反
復回数の増加のデメリットとメモリアクセ
スのメリットについて分析する．	 
	 
４．研究成果	 
	 Trinity 世代の APU（A10-5800K）と GTX680
を使い，OpenCL を用いて等方性，異方性の３
次元ポアソン問題に対して評価を行ったと
ころ，結果が図１のようになった．	 
	 “mul_iso_40_40_40”は等方性での問題サ
イズが	 40x40x40 の場合をさし，ani とつい
ているものは異方性問題を示す．また横軸の
各ラベルは実行環境を表し，”CPU”のみ通
常の倍精度で計算を進めているが，それ以外
は混合精度で処理している．”CPU	 MIX”は
CPU で混合精度で 4 スレッドで計算したも
の，”APU/READ_WRITE,	 ALLOC_HOST”	 は APU
上で CPU との通信するためのデータの指定方
法を READ＿WRITE や ALLOC_HOST に指定した
もの，”GPU”は GTX680 上で同一 OpenCL コ
ードを動作させたものを指す．縦軸は収束時
間を示し，”level0-4”が各レベルでの処理
時間，”inter	 level	 op”はレベル間移動の
時間，”norm”と書かれているのは倍精度版
の残差計算の時間，residual_norm_d,f は混
合精度演算における倍精度，単精度での残差
計算の時間を表す．表１，２には問題サイズ
が一番大きかったときの収束までの精度ご
との反復回数を記載している．”APU1”,	 
“APU2”はそれぞれ”APU/READ_WRITE”,	 
“APU/ALLOC_HOST”に対応している．	 
まず表１，２から混合精度計算において,精
度補正のループがほとんど行われないこと
がわかる．等方性，異方性の問題ともに,3 回
しか行われなかった．結局,ほとんどの処理
は単精度で行えていることになる．次に CPU
上で混合精度演算を倍精度演算と比較する
と，単精度での収束計算を繰り返し適用する
ため，反復回数が増加し収束時間として 1割
程度性能が劣ることが多かった．ただ，反復
回数の増加が少なかった場合は，メモリアク
セス量が減るため，逆に 1割ほど高速になる
場合もあった．GPU コアを利用した混合精度
演算は，APU 上の CPU コア単体での利用に比
べると，2 倍以上高速になった．混合精度解
法は CPU との通信回数も少ないため，より性
能の高い GPU を利用した場合，APU よりもさ
らに倍程度の性能が出た．APU では通信の最
適化のため複数のデータ型を試したが，通信
はほとんど発生しなかったため，その違いに
よる性能の差はほとんどなかった．	 



	 

図	 1	 等方性，異方性問題での収束時間	 

表	 1	 等方性問題の反復回数	 

問題サイズ(60x60x60)	 

表	 2	 異方性問題の反復回数	 

問題サイズ(60x60x60)	 

	 	 
	 結果として，混合精度代数的多重格子法は
GPU 単体で計算する場合，もしくは CPU によ
る精度補正を行う場合，ともに非常に有効な
実装手法となることがわかった．	 
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